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PHÉP DỜI HÌNH VÀ PHÉP ĐÒNG DẠNG TRONG MẶT PHẨNG 
Vần đề 1 : PHÉP DỜI HÌNH 

A. KIÉN THỨC Cơ BẢN _ 

1/ Phép biến hình. 

■ ĐN: Phép biến hình là một quy tắc để với mỗi điểm M của mặt phẳng, xác định được một điểm 
duy nhất diêm M' của mặt phăng. Điêm M' gọi là ảnh của M qua phép biến hình đó. 

■ Kí hiệu: / là một phép biến hình nào đó, và M' là ảnh của M qua phép /. Ta viết: 

A/' = /(A/)hay hay f hay M — 

Lưu Ỷ : + Điểm M gọi là tạo ảnh, M' là ảnh. 

+ / là phép biến hình đồng nhất » / (M) = M , VA/ e H . Điểm M gọi là điểm bất động, 
diêm kép, bất biến. 

+ f v f 2 là các phép biến hình thì / 2 o f x là phép biến hình. 

■ Neu H là một hình nào đó thì tập hợp các điếm M' = / (A/), với M G H , tạo thành hình H' được 
gọi là ảnh của H qua phép biến hình /, và ta viết: H' = /(//). 

2/ Phép dòi hình. 

Phép dời hình là phép biến hình không làm thay đổi khoảng cách giữa hai điểm bất kỳ, tức là với hai 
điểm bất kì M,Nvầ ảnh M',N' của chúng, ta luôn có: A/5V' = MN .(Bảo toàn khoảng cách) 

3/ Tính chất (của phép dời hình): 

■ ĐL: Phép dời hình biến ba điếm thăng hàng thành ba điếm thăng hàng, ba diêm không thăng hàng 
thành ba điểm không thẳng hàng. 

■ HQ: Phép dời hình biến: 

+ Đường thẳng thành đường thẳng. 

+ Tia thành tia. 

+ Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó. 

+ Tam giác thành tam giác bằng nó. (Trục tâm —> trực tâm, trọng tâm —»trọng tâm,...) 

+ Đường tròn thành đường tròn bằng nó. (Tâm biến thành tâm: / —» /',/?' = R ) 

+ Góc thành góc bằng nó. 


B . BÀI TẬP 

0 Trong mpOxy cho phép biến hình f: M(x;y) I-> M' = f(M) = 1 - }. 

[y =y + 3 

Tìm ảnh của các điểm sau : a)A(l;2) b)B(-l;2) c)C(2;-4) 

Giải : 

a) A' = f(A) = (l;5) 

b) B' = f(B) = (-7;6) 

c) C' = f(C) = (3; — 1) 

Trong mpOxy cho phép biến hình f : M(x;y) I- > M' = f(M) = \ x ,~^ x y + \. 

[y = x-2y + 3 

Tìm ảnh của các điểm sau : a) A(2;l) b)B(-l;3) c)C(-2;4) 

Giải : 

a) A' = f(A) = (4;3) 

b) B' = f(B) = (-4;-4) 

c) C' = f(C) = ( — 7; — 7) 

[ 3 ] Trong mpOxy cho phép biến hình f : M(x;y) I- > M' = f(M) = (3x;y) . Đây có phải là phép dời 

hình hay không ? 
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Giải: a) Lấy hai điểm bất kì M(x 1 ;y 1 ),N(x 2 ;y 9 ) 

Khi đó f : M(x J ;y 1 ) I-» M' = f(M) = (Xj -3; y, +1) . 

f: N(x 2 ;y 2 ) I- > N' = f(N) = (x 2 —3;y 2 +1) 

Ta có : M'N' = ^(x 2 -X ,) 2 +(y 2 -y,) 2 = MN 
Vậy : f là phép dời hình . 

b) Cách 1 : Dùng biểu thức toạ độ 

Ta có f: M(x;y) I-> M' = f(M) = x ' = x_3 o x = x ' +3 

ly =y+i [y = y-i 

Vì M(x;y)e(A)o(x' + 3) + 2(y , -l)-5 = 0ox' + 2y'-4 = 0o M'(x';y')6(A'): X + 2y-4 = 0 
Cách 2 : Lấy 2 điểm bất kì M,N e (À): M ^ N . 

+ Me(À): M(5 ;0) I-> M' = f(M) = (2;l) 

+ Ne(A):N(3;l) I-> N'= f(N) = (0;2) 

(A') = (M'N'): I PTCtắc (A'): ^ -> PTTQ (A'): X + 2y - 4 = 0 


(A') = (M'N'): \ _ __ -> PTCtắc (A'): ^ ^- -> PTTQ (A'): X + 2y - 4 = 0 

Ị VTCP: M'N' = (-2;1) -2 1 

Cách 3 : Vì f là phép dời hình nên f biến đường thẳng (A) thành đường thẳng (À') // (A). 

+ Lấy M e (A): M(5 ;0) I-> M'= f(M) = (2;l) 

+ Vì (A')//(A)=>(A'):x + 2y + m = 0 (m *-5). Do : (A')3M'(2;l)=>m=-4=>(A'):x + 2y-4 = 0 
c) Cách 1 : Dùng biểu thức toạ độ 

Ta có f: M(x;y) I-* M' = f(M)= \ x [ = x “ 3 <=> | x = x ’ + 3 

y=y + l ly = y -1 


Vì M(x;y)e(C):(x+ l) 2 +(y-2) 2 = 2<=>(x' + 4) 2 +(y'-3) 2 = 2<=> 
« M'(x';y') e (C'): (x + 4) 2 + (y -3) 2 = 2 

Cách 2: (C) í + ™ m !: l' { ? ]=(_4;3) 

1 + BK : R = V2 1 + BK : R'= R = V 2 

d) Dùng biểu thức toạ độ 

Ta có f: M(x;y) I-» M' = f(M)= i x ! = x_3 <=> | x = x ! + 3 

ly =y + i ly = y -1 

. V.™. X 2 . y 2 _(x'+3) 2 . (y'-i) 2 


.(C'):(x + 4) 2 +(y-3) 2 =2 


2 2 

Vì M(x;y) e(E): ^ + V = 1 <=> 
3 2 


= 1<=> M'(x';y') e (E'): 

2 3 


(x + 3) 2 (y-1) 2 _ 


[ 9 ] Trong mpOxy cho phép biến hình f : M(x;y) I-» M' = f(M) = (x + 1 ;y-2). 

a) CMR f là phép dời hình . 

b) Tìm ảnh của đường thẳng (A): x-2y + 3 = 0. 

c) Tìm ảnh của đường tròn (C): (x + 3) 2 + (y -l) 2 = 2 . 

9 9 2 

d) Tìm ảnh của parabol (P) : y = 4x . 

ĐS : b) x-2y-2 = 0 c) (x + 2) 2 + (y + 1) 2 = 2 d) (y + 2) 2 =4(x-l) 

10} Trong mpOxy cho phép biến hình f: M(x;y) I- > M' = f(M) = (-X ;y). Khẳng định nào sau đây 


A. f là 1 phép dời hình 

c. M và f(M) đốì xứng nhau qua trục hoành 


B. Nếu A(0 ; a) thì f(A) = A 

D. f [ M(2;3)l € đường thẳng 2x + y + 1 =0 
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ĐS : Chọn c . Vì M và f(M) đối xứng nhau qua trục tung — > c sai. 


12 


Trong mpOxy cho 2 phép biến hình : 


fị : M(x;y) I -»M' = fj(M) = (x + 2 ; y - 4) ; f 2 : M(x;y) I - > M' = f 2 (M) = (-X ;-y) . 

Tìm toạ độ ảnh của A(4;-l) qua fị rồi f 2 , nghĩa là tìm f 2 [fj(A)] . 

ĐS : A(4;-l) I f| > A'(6;-5) I *- > A"(-6 ; 5 ). 


ỊTĨỊ Trong mpOxy cho phép biến hình f: M(x;y) I->M' = f(M) = ;-3y). Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. f(0) = 0 (O là điểm bất biến) B. Ảnh của A E Ox thì ảnh A - f(A) eOx . 

c. Ảnh của B 6 Oy thì ảnh B'= f(B) 6 Oy . D. M'= f [M(2 ;-3)] = (l;-9) 

ĐS : Chọn D . Vì M'= f [M(2 ;-3)] = (1; 9) 


A. KIÉN THỨC CO BẢN 


Vấn đề 2 : PHÉP TỊNH TIÉN 


1/ ĐN : Phép tịnh tiến theo véctơ ũ là một phép dời hình biến điểm M thành điểm M' sao cho MM' - ũ. 
Kí hiệu : T hay T a .Khi đó : T 0 (M) = M' <=> MM' = ũ 

□ Phép tịnh tiến hoàn toàn được xác định khi biết vectơ tịnh tiến của nó . 

□ Nếu Tg(M) = M , VM thì T^ là phép đồng nhất. 

2/ Biểu thức toa dỏ : Cho ũ = (a;b) và phép tịnh tiến T a . 

M(x;y) I-» M'=Tq(M) = (x';y') thì I * + ? 

u [y=y+b 

3/ Tính chất: 

□ ĐL: Phép tịnh tiến bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì. 

□ HQ: 

1. Bảo toàn tính thẳng hàng và thứ tự của các điểm tương ứng . 

2. Biến một tia thành tia . 

3. Bảo toàn tính thẳng hàng và thứ tự của các điểm tương ứng . 

5. Biến một đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó . 

6. Biến một đường thẳng thành một đường thẳng song song hoặc trùng với đường thẳng đã cho . 


7. Biến tam giác thành tam giác bằng nó . (Trực tâm I- >ưực tâm , trọng tâm h 

8. Đường tròn thành đường tròn bằng nó . 

(Tâm biến thành tâm : 11->I r , R' = R ) 


-» trọng tâm) 


♦ PHƯONG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT ĐIẺM 

-»M'=Tjj(M) = (x';y') thì + f 

11 ly = y + b 


M(x;y)h- 



t 

♦ PHƯƠNG PHÁP TÌM ẢNH CỦA MỘT HÌNH (H) . M 

Cách 1 : Dùng tính chất (cùng phương của đường thẳng, bán kính đường tròn: không đổi) 

1/ Lấy M e (H) I ->M' E (H') 

2/ □ (H) = đường thẳng -» (H') = đường thẳng cùng phương 
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□ (H) = (C)|^ mI 
[+ bk : R 


(HXC) 


Í+Tâm r 
1+ bk : R'= R 


(cần tìm V ). 


Cách 2 : Dùng biểu thức tọa độ . 

Tìm X theo x' , tìm y theo y' rồi thay vào biểu thức tọa độ . 


Cách 3 : Lấy hai điểm phân biệt : M, N e (H) I- >M\ N' e (H') 

B. BÀI TẬP 

[TỊ Trong mpOxy . Tìm ảnh của M' của điểm M(3;-2) qua phép tịnh tiến theo vectơ ũ = (2;1) . 
Giải 


Theo định nghĩa ta có : M' = Trị(M) « MM' = ũ «(x'-3;y' + 2) = (2;1)« \ x 3 «\ x ^ 

ly+2 = 1 [y=-i 


=>M'(5;-1) 

21 Tìm ảnh các điểm chỉ ra qua phép tịnh tiến theo vectơ u : 

a) A(-l;l), u = (3;1) 

b) B(2;l),ũ = (-3;2) 

c) C(3;-2),ũ = (-l;3) 


=> A'(2;3) 
=>B'(-1;3) 

^c'( 2 ;l) 


[ 3 ] Trong mpOxy . Tìm ảnh A',B f lần lượt của điểm A(2;3), B(l;l) qua phép tịnh tiến theo vectơ ũ = (3;1). 
Tính độ dài AB , A'B'. 


Giải 


Ta có : A'= Tq(A) = (5;4), B'= T a (B) = (4;2), AB = IAB1= Vi , A'B' = IA'B' 1= Vi . 

[ 4 ] Cho 2 vectơ ũj;Ũ 2 . Gỉa sử Mj =Tỹ =Tỹ^(Mj). Tìm V để M2 = Tợ(M). 

Giải 


Theo đề : Mị = Tq (M) MMị = Ũị , M2 = TịỊ^ (Mị) <=> MịM2 = U2 . 

Nếu : M 1 = Tụ(M) <^>MM-> = v=>v = MM9 = MMị + MịM2 =Ũị+Ũ2 .Vậy : v = Ũ ị + Ũ2 

[5] Đường thẳng À cắt Ox tại A( -1 ;0), cắt Oy tại B(0;2) . Hãy viết phương trình đường thẳng À' là ảnh 
của À qua phép tịnh tiến theo vectơ ũ = (2;-l) . 


Giải Vì: A' = Tq(A) = (1;-1), B' = Tg(B) = (2; 1). 

Mặt khác : À' = Trt(A) => A' đi qua A',B' . Do đó : A'j ^^2 —~ => ptts A': | x ~~ 2 * 

u M [□ VTCP: A'B = (1;2) Ịy = -l + 2t 

\ò\ Đường thẳng A cắt Ox tại A(1;0), cắt Oy tại B(0;3). Hãy viết phương trình đường thẳng A' là ảnh 
của A qua phép tịnh tiến theo vectơ u = ( — 1; — 2) . 

Giải 

Vì : A' = T 0 (A) = (0;-2), B' = T a (B) = (-1;1). 

Mặt khác : A' = Tr|(A) => A' đi qua A',B' . Do đó : A'\ _ =^>pttsA':j X \ 

u ỊjVTCP: A'B'= ( —1;3) [y = -2 + 3t 

2 Tương tự : a) A : X - 2y - 4 = 0 , ũ = (0 ; 3) =>A':x-2y + 2 = 0 

b)A:3x + y-3 = 0,ũ = (-l;-2) => A' : 3x + y+ 2 = 0 


- 6 - 







NGUYỄN MINH TIẾN - GV, Trường THPT Tôn Đức Thắng - Đồng Nai 


Ịậ] Tìm ảnh của đường tròn (C) : (x + 1)2 +(y -2)2 = 4 qua phép tịnh tiến theo vectơ ũ = (1; — 3) . 

Giải 

Biểu thức toạ độ của phép tịnh tiến Tr; là : ] x , x + } <=> ] x x , \ 

ũ \y-y-3 ly = y + 3 

Vì : M(x;y)e(C) : (x + 1)2 +(y-2) 2 = 4 <=> x' 2 + (y' + l) 2 = 4 <=> M'(x';y')G(C r ): x 2 +(y + l) 2 =4 
Vậy : Ảnh của (C) là (C'): x2 + (y + 1) 2 =4 

[9] Trong mpOxy cho phép biến hình f : M(x;y) I- > M' = f(M) = (x + 1 ;y -2) . 

a) CMR f là phép dời hình . 

b) Tìm ảnh của đường thẳng (À) : X - 2y + 3 = 0. 

c) Tìm ảnh của đường tròn (C) : (x + 3) 2 + (y -1) 2 = 2 . 

d) Tìm ảnh của parabol (P) : y 2 = 4x . 

ĐS : b) x-2y-2 = 0 c) (x + 2) 2 + (y+ 1)2 = 2 d) (y + 2) 2 = 4(x-l) 

ỊĨÕỊ Trong mpOxy cho phép biến hình f : M(x;y) I-> M' = f(M) = (-X ;y) . Khẳng định nào sau đây 

sai ? 

A. f là 1 phép dời hình B. Nếu A(0 ; a) thì f(A) = A 

c. M và f(M) đốì xứng nhau qua trục hoành D. f [M(2;3)l G đường thẳng 2x + y + 1 = 0 

ĐS : Chọn c . Vì M và f(M) đốì xứng nhau qua trục tung —» c sai. 

[9] Tìm ảnh của đường tròn (C) : (x-3)2 +(y + 2)2 = 1 qua phép tịnh tiến theo vectơ ũ = (-2;4). 

Giải: Biểu thức toạ độ của phép tịnh tiến Tn là : ị x ,~ x 2 <^> j x “ x + 2 

u ly = y+ 4 ừ = y-4 


Vì : M(x;y) € (C) I (x — 3)2 + (y + 2)2 = 1 <z> (x f —1)2 + (y f —2)2 = 1 <z> M'(x f ;y') G (C): (x f -1)2 + (y' - 2)2 = 1 
Vậy : Ảnh của (C) là (C): (x -1)2 + (y -2)2 = 1 

BT Tương tự : a) (C): (x - 2)2 + (y + 3)2 = 1, u = (3; 1) => (C): (x -1)2 + (y - 2)2 = 1 

b) (C): x 2 + y 2 -2x + 4y-4 = 0, ũ = (-2;3) (C) : X 2 +ỵ 2 +2x-2ỵ-7 = 0 

[ĨÕj Trong hệ trục toạ độ Oxy , xác định toạ độ các đỉnh c và D của hình bình hành ABCD biết đỉnh 
A(-2;0), đỉnh B( —1;0) và giao điểm các đường chéo là 1(1 ;2). 

Giải 


□ Gọi C(x;y) .Ta có : IC = (x-l;y-2),AI = (3;2),BI = (2;-l) 

□ Vì I là trung điểm của AC nên : 

c = T—(I)«ĨC = ÃĨ« x = sC(4;4) 

AI V \y-2 = 2 Ịy = 4 

□ Vì I là trung điểm của AC nên : 

_ _ — — íx n -1=2 [x n =3 

D = T-(I)oID = BI» D 1 « ị D _"^D(3;4) 

BI lyD" 2 = 2 bD= 4 



Bài tập tương tự : A(-1;0),B(0;4),I(1;1) =^> C(3;2),D(2;-2). 

0Cho 2 đường thẳng song song nhau d và d'. Hãy chi ra một phép tịnh tiến biến d thành d'. Hỏi có bao 
nhiêu phép tịnh tiến như thế? 
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Giải : Chọn 2 điểm cô" định A E d , A' E d' 

Lây điểm tuỳ ý M E d . Gỉa sử : M' = T~(M)« MM' = AB 

=> MA = NfB =^> M'B / /MA => M' Gd'=>d' = T— (d) 

AB V 7 

Nhận xét: Có vô sô" phép tịnh tiến biến d thành d'. 



Giải: Lấy điểm M tuỳ ý trên (I,R). Gỉa sử : M' = Tgĩ(M) <=> MM' = II' 

=> ĨM = VM' => rư = IM = R => M' E (I\R') => (I',R') = T—[(I,R)] 

[Ĩ3I Cho hình bình hành ABCD , hai đỉnh A,B cô" định , tâm I thay đổi di động 
trên đường tròn (C) .Tìm quỹ tích trung điểm M của cạnh BC. 

Giải 

Gọi J là trung điểm cạnh AB . Khi đó dễ thây J cô" định và IM = JB . 

Vậy M là ảnh của I qua phép tịnh tiến T~. Suy ra : Ọuỹ tích của M là 

ảnh của đường tròn (C) trong phép tịnh tiến theo vectơ JB 

[ĨÃI Trong hệ trục toạ độ Oxy , cho parabol (P) : y = ax^ . Gọi T là phép tịnh tiến theo vectơ ũ = (m,n) 
và (P') là ảnh của (P) qua phép tịnh tiến đó . Hãy viết phương trình của (P'). 

Giải : 



□ M(x;y) I— ũ > M'(x';y'), ta có : MM'= ũ , với MM'= (x'-x ; y'-y) 


X -X = m 


X = X - m 


Vì MM'=u»i , <=>«. , 

[y-y = n [y = y - n 

Mà : M(x;y) E (P): y = ax^ <z> y'-n = a(x'-m)2 <=> y' = a(x'-m)2 +n » M'(x';y') E (P'): y = a(x -m)2 +n 

, ^ _ ọ ọ ọ 

Vậy : Anh của (P) qua phép tịnh tiến Tjj là (P') : y = a(x -m) + n » y = ax - 2amx 4- am + n . 

15 Cho đt A : 6x + 2y-l= 0 . Tìm vectơ ũ * õ để A = Tq(A) . 


Giải : VTCP của A là ã = (2; — 6) . Để : A = Tq(A) <=> ũ cùng phương ã . Khi đó : ã = (2;-6) = 2(1;-3) 

=> chọn ũ = (1; — 3). 

16 Trong hệ trục toạ độ Oxy , cho 2 điểm A(-5;2), C(-1;0) . Biết : B = Tq(A) , c = Tụ(B). Tìm ũ và V 
để có thể thực hiện phép biến đổi A thành c ? 

Giải 

A(-5;2) \ T ° > B I Tụ » C(-1;0) . Ta có : ÃB = Ũ,BC = v=>ÃC = ÃB + BC = ũ + v = (4;-2) 

T ũ + v 


n\ Trong hệ trục toạ độ Oxy , cho 3 điếm K(I;2), M(3;-l),N(2;-3) và 2 vectơ ũ = (2;3) ,v = (-1;2). 
Tim ảnh của K,M,N qua phép tịnh tiến Tq rồi Tợ. 

HD : Gỉa sử : A(x;y) I > Bi Tụ > C(x f ;y f ).Ta có : ÃB = Ũ,BC = V => Ãc = ÃB + BC = ũ + V = (1;5) 
Do đó : K'=T Ũ+Ụ (K) <=> KK' = (1;5) <=> r' " o K'(2;7). 

Tương tự : M'(4;4), N'(3;2). 


18j Trong hệ trục toạ độ Oxy , cho AABC : A(3;0), B(-2;4), C(-4;5) . G là trọng tâm AABC và phép 


tịnh tiến theo vectơ u ^ õ biến A thành G . Tìm G' = Tq(G) . 
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Giải 

Trt _ . T- 

A(3;0) I—G(-l;3) I u > G'(x';y') 


Vì AG=(-4;3) = Ũ . Theo đề : GG'= n <» i x ’ + ' „ 4 cĩJ X ' ^ 5 =>G'(-5;6). 

ly-3 = 3 ly =6 

ỊĨỘỊ Trong mặt phẳng Oxy , cho 2 đường tròn (C): (x-1) 2 + (y + 3) 2 =2,(C'): X 2 +y 2 -10x + 4y + 25 = 0. 

CÓ hay không phép tịnh tiến vectơ ũ biến (C) thành (ơ). 

HD : (C) có tâm 1(1;-3), bán kính R = 2 ; (ơ) có tâm I'(5;-2), bán kính R - 2 . 

Ta thấy : R = R - 2 nên có phép tịnh tiến theo vectơ ũ = (4;1) biến (C) thành (C') . 


201 Trong hệ trục toạ độ Oxy , cho hình bình hành OABC với A(-2;l) và BgA :2x - y - 5 = 0 . Tìm tập 
hợp đỉnh c ? 

Giải 

□ Vì OABC là hình bình hành nên : BC = Ão = (2;-l) => c = T G (B) với ũ = (2;-l) 

□ B(x;y)i T ũ > C(x';y') ■ Do : BC = Ũ<=>J X ’ -X=2 <=>J X = X ’~ 2 

ly -y = -l ly = y+i 

□ B(x;y) eA<=>2x-y-5 = 0<=>2x'-y'-10 = 0<=> C(x'; y') € A': 2x - y -10 = 0 

21 Cho AABC . Gọi Aị,Bị,C] lần lượt là trung điểm các cạnh BC,CA,AB. Gọi Oị, 02,03 và 

tương ứng là các tâm đường tròn ngoại tiếp và các tâm đường tròn nội tiếp của ba tam giác ABjCj, 
BCịAị, và CAịBị . Chứng minh rằng : AOỊO 2 O 3 = AIỊĨ 2 I 3 . 

HD : 


Xét phép tịnh tiến : TỊ_„ biến A h- 

4ab 

2 


->C,C| I->B,B| I- > Aị 


Ti — 

—AB 


T l- 


T l- 


’ AAB^Cị I- 

°1°2 = hh 


^AB ^AB 

->ACjBAj;Oj I--- ^02;I--- 

0 1 0 2 = I 1 I 2 . 





♦ Lý luận tương tự : Xét các phép tịnh tiến TỊ _,T|_. suy ra : 

^BC ^CA 
2 2 


O2O3 — I2I3 O3OỊ — I3I] => O2O3 — ^2^3’^3^1 — ^3^1 ^^ị^2^3 — AI3I2I3 (c*c*c)* 

22Ị Trong tứ giác ABCD có AB = 6^3cm ,CD = 12cm , 5 L = 60°, ỗ = 150° và s> = 90°. 

Tính độ dài các cạnh BC và DA . 


HD : 


♦ Xét: AI BC > M <=> AM = BC.Ta có : ABCM là hình bình hành và BcM = 30°(vì B = 150°) 

Lại có : Bcd = 360°-(90° +60° + 150°) = 60° => WcD-30°. 

Định lý hàm cos trong AMCD : 

ĨZ 

MD 2 = MC 2 + DC 2 - 2MC.DC.cos 30° = (6x/i) 2 + (12) 2 - 2.&JỈ. 12.^ = 36 

2 

=> MD = 6cm . 

Ta có : MD =^CD và MC = MdV 3 => AMDC là tam giác đều 

=> AMCD là nửa tam giác đều => 0MC = 90° và ívỈDA = 30°. 

Vậy : WdA = SỈAD = AB = 30° => AAMD là tam giác cân tại M . 



- 9 - 


























NGUYỄN MINH TIẾN - GV, Trường THPT Tôn Đức Thắng - Đồng Nai 


6 /3 

Dựng MK _L AD => K là trung điểm của AD => KD=MDcos30° =—ỳ-cm => AD = ỏV3cm 
Tóm lại : BC = AM = MD = 6cm , AD = AB = 6>/3cm 


A . KIÉN THỨC CO BẢN 


Vấn đề 3 : PHÉP ĐÓI XỨNG TRỤC 


1/ ĐNl: Điẽm M' gọi là đôi xứng với điêm M qua đường thăng a nêu a là đường trung trực của đoạn MM' 
Phép đốì xứng qua đường thẳng còn gọi là phép đối xứng trục . Đường thẳng a gọi là trục đôì xứng. 
ĐN2 : Phép âối xứng qua đường thẳng a là phép biến hình biến mỗi điểm M thành điểm M' đôi xứng 
với M qua đường thẳng a . 

Kí hiệu : Đ a (M) = M' « M Q M' = -M Q M , với M Q là hình chiếu của M trên đường thẳng a . 

Khi đó : 

□ Nếu M e a thì Đ a (M) = M : xem M là đôi xứng với chính nó qua a . ( M còn gọi là điểm bất động ) 
□M £ a thì Đ a (M) = M' <=> a là đường trung trực của MM' 

□ Đ a (M) = M' thì Đ a (M') = M 

□ Đ a (H) = H' thì Đ a (H') = H , H' là ảnh của hình H . —h 

□ ĐN : d là trục đôi xứng của hình H <=> Đ d (H) = H . M 

□ Phép đốì xứng trục hoàn toàn xác định khi biết trục đối xứng của nó . 

Chú ý : Một hình có thể không có trục đối xứng ,có thể có một hay nhiều trục đốì xứng . 

2/ Biểu thúc toa đỏ: M(x;y)i->M'= Đ d (M) = (x';y') 


Mo M' 


I d = Ox : 



a 

d , , 

n / • 

M 

H M' 


■ d = Oy : r'~ x 
y =-y [y=y 

3/ ĐL: Phép đối xứng trục là một phép dời hình. 

UHQ : 

1. Phép đốì xứng trục biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự của các 
điểm tương ứng . 

2. Đường thẳng thành đường thẳng . 

3. Tia thành tia . 

4. Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó . 

5. Tam giác thành tam giác bằng nó . (Trực tâm I-»trực tâm , trọng tâm I- > trọng tâm ) 


6. Đường tròn thành đường tròn bằng nó . (Tâm biến thành tâm : ĩ h 

7. Góc thành góc bằng nó . 


->I\R' = R) 


• pp: Tìm ảnh M' = Đ a (M) 

1 . (d) 3 M , d _L a 

2. H = dna 

3. H là trung điểm của MM' —» M' ? 

■ pp : Tìm ảnh của đường thẳng : À'= Đ a (À) 
♦ THI: (À)//(a) 

1. Lấy A,B e (A) : A * B 

2. Tìm ảnh A - Đ a (A) 

3. À' 3 A',A7/ (a) —> A' 


\A 

a ùfỵ 

b \ 


p \ 

E /q 


(k 
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[T| Trong mpOxy . Tìm ảnh của M(2;l) đôi xứng qua Ox , rồi đốì xứng qua Oy . 
HD : M(2;l )\ Đ 0 X > M'(2;-1)| Đ ° y 

[ 2 ] Trong mpOxy . Tìm ảnh của M(a;b) đối xứng qua Oy , rồi đối xứng qua Ox . 
HD : M(a;b) I Đ ° y > M'(-a;b)i Đ ° x > M"(-a;-b) 


[ 3 ] Cho 2 đường thẳng (a) : X-2 = 0 , (b) : y + 1 = 0 và điểm M(-l;2). Tìm : M I—— 
HD : M(-l;2) I Đa > M'(5;2)| Đb > M"(5;-4) [vẽ hình] . 

[ 4 ] Cho 2 đường thẳng (a) : X - m = 0 (m > 0), (b) : y + n = 0 (n > 0). 

Tìm M": M(x;y) Đa > M f (x';y') Đb > M"(x*;y ff )- 


HD : M(x;y) I- 


Đ„ 


tđ(m;y) 


-+M' 


x' = 2m-x. 
y'-y 1 


Đu 


tđ(2m-x;-n) 




x" = 2m-x 
y" = -2n-y 


->M'ị 




[ 5 ] Cho điểm M(-l;2) và đường thẳng (a): X + 2y + 2 = 0 . 

HD : (d): 2x - y + 4 = 0 , H = d n a -> H( - 2;0), H là trung điểm của MM' —> M'( - 3; - 2) 

\ỏ\ Cho điểm M(-4;l) và đường thẳng (a): X + y = 0 . => M'= Đ a (M) = (-l;4) 

[ 7 ] Cho 2 đường thẳng (À): 4x-y + 9 = 0 , (a): x-y + 3 = 0 . Tìm ảnh A'= Đ a (A) . 

HD : 


□ Vì — A cắt a —>K = Ana—>K(-2;1) 

1-1 

□ M(-l;5)eA—»d9M,_La—»d:x + y- 4 = 0^ H(1 / 2; 7 / 2): tđiểm của MM'->M' = Đ a (M) = (2;2) 

□ A' = KM': x-4y+ 6 = 0 

§ Tìm b = Đ a (Ox) vđi đường thẳng (a): X + 3y + 3 = 0 . 

HD : OanOx = K(-3;0). 

EM = O(0;0) G Ox : M - Đ a (M) = (-|;-|). 

□ b = KM':3x + 4y + 9 = 0. 

[ 9 ] Tìm b = Đ a (Ox) vđi đường thẳng (a): X + 3y-3 = 0 . 
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HD : OanOx = K(3;0). 

□ P = 0(0;0)e0x . 

Í + Qua0(0;0) 

1 + ±a * 

3 9 . „„ „,3 9, 

□ E = anA— »E(-^-;---) là trung điểm OQ—>Q(_;_). 

10 10 55 

□ b = KQ : 3x + 4y - 9 = 0 . 


10 Tìm b = Đ Qx (a) với đường thẳng (a) : X + 3y- 3 = 0. 


Giải: 



Cách 1 : Dùng biểu thức toạ độ (rất hay) 

Cách 2 : ŨK= anOx-> K(3;0) 

□ P(0;l)ea => Q = Đq x (P) = (0; -1) 

□ b = KQ : X - 3y- 3 = 0. 

ỊTTỊ Cho 2 đường thẳng (A) : x-2y + 2 = 0 , (a) : x-2y-3 = 0 . Tìm ảnh A'= Đ a (A) . 
pp : A / / a 

Cách 1 : Tìm A,B eA-> A',B' eÀ'=> A' = A'B' 

Cách 2 : Tìm AẽA^A'eà'=> A'//A,A' 3 A' 


Giải: uA(0;1)eA->A' = Đ a (A) = (2;-3) 

□ A'3 A',A7/A => A': X - 2y - 8 = 0 

12 ] Cho đường tròn (C): (x+3) 2 + (y-2) 2 =1, đường thẳng (a): 3x-y + 1= 0 . Tim (C') = ĐJ(C)] 
HD:(C'):(x-3) 2 +y 2 = l . 

13 Trong mpOxy cho AABC : A(-1;6),B(0;1) và C(l;6) . Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. AABC cân ở B B. AABC có 1 trục đôi xứng 

c. AABC = Đq x (AABC) D. Trọng tâm : G = Đ 0y (G) 

HD : Chọn D 

\ĨÃ\ Trong mpOxy cho điểm M(-3;2), đường thẳng (A): X + 3y-8 = 0, đường tròn (C): (x+3) 2 +(y + 2) 2 =4. 

Tìm ảnh của M, (A) và (C) qua phép đốì xứng trục (a) : X - 2y + 2 = 0 . 

Giải: Gọi M', (A') và (ơ) là ảnh của M, (A) và (C) qua phép đốì xứng trục a . 


a) Tìm ảnh M': Gọi đường thẳng (d) ^ ua ^ 

[□-La 


+ (d) _L (a) —>(d): 2x + y + m = 0 . Vì (d)3 M( -3;2) =^> m = 4 =^> (d): 2x + y + 4 = 0 



a 

d . r 

n / • 

M 

H M/ 


+ H = (d)n(a)^> H(-2;0)^> H lá trung điểm của M,M'» H 


X H - Y^ X M + X M ') 
Vh = 2 (y M + yM') 


<=> 1 


-2 - -(-3 + X M «) 

0 = Ị(2 + y M ') 


<=> 


X M'“ _1 

y M' = " 2 


M '(-1;-2) 


b) Tìm ảnh (A') : 

□ Vì - * => (A)cất(a)=> K= (A)n(a) 

1 -2 

Toạ đọ của K là nghiệm của hệ : \ x + K(2;2 

[x - 2y + 2 = 0 
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□ Lấy p * K => Q = Đ [P(-1;3)] = (1;-1) . ( Làm tương tự như câu a)) 


]Lấy p * K => Q = Đ a [P(-l;3)] = (1;-1) 
Gọi đường thẳng (b): jĩ ^ ua P(_1;3) 

_l_ I ín \ _V • Iv _L M _L_ m — n \/ì 


+ (b) ± (a) —> (b) : 2x + y + m = 0 . Vì (b) 3 P( -1 ;3) => m = - 1 => (b): 2x + y -1 =0 
+ E = (b)n(a) => E(0;1)=> E là trung điểm của P,Q <=> 


x E=Ì< x P +x q) °=~H + x q) Ịx 0 

yE=ị(yp + yọ) 1 = 9 (3+ yQ ) ^ yQ 


Q(l;-1) 


, . ÍŨQua K( 2 ; 2 ) ,X — 2 y — 2 

+ (A')s(KQ): r _„ ~ _ =>(A'):^-^ = Z T^« 3 x-y -4 = 0 

[□VTCP : KQ = (- 1 ;— 3 ) = —( 1 ; 3 ) 1 3 

c) + Tìm ảnh của tâm I(-3;2) như câu a). 

+ Vì phép đối xứng trục là phép dời hình nên (C):| |^ íim 1 1 — Đq > (C): I |P; lITI * _ n .Tìm ĩ \— Đq > r 

IUK = 2 1 u K = K = 2 

vạy:<c) í+Tâmr=Đ,[T(- 3 ;- 2 )] = (-|;|) 

1 + BK : K = 2 1 J J 


-XC'):(x + |) 2 +(y-|) 2 =4 


+ BK : R'= R = 2 


15 Trong mpOxy cho điểm M(3;-5), đường thẳng (À): 3x + 2y-6 = 0, đường tròn (C): (x+l) 2 +(y-2) 2 =9. 

Tìm ảnh của M, (À) và (C) qua phép đôT xứng trục (a): 2x - y + 1 = 0 . 

HD : 

a) M(3; -5) I Đa > M'(-y;-i),(d): X + 2y + 7 = 0,tđiểm H( - y - y) 

b) + K=An(a)->K(^) 

7 7 

+ Pe(A):P(2;0)*K,Q = Đ a [P(2;0)l = (-2;2) => (A') = (KQ): x-18y+ 38 = 0 

c) +1(1; —2) I Đa » r(-|;|),R'=R = 3 =>(C'):(x+ |) 2 +(y-|) 2 =9 


16 Cho điểm M(2; -3), đường thẳng (À) : 2x + y - 4 = 0, đường tròn (C): x 2 + y 2 -2x + 4y + 2 = 0. 
Tìm ảnh của M, (A) và (C) qua phép đốì xứng qua Ox . 

HD : Ta có : M(x;y) Đ ° x > M'| X = X , (1)=>| X ' = X (2) 

ly = -y ly =-y 


□ Thay vào (2): M(2;-3)- 


► M'(2;3) 


□ M(x;y )e (A) <=> 2x' - y'-4 = 0o M'(x';y')e (A') : 2x- y-4 = 0. 

[ IM(x;y) e (C) : x 2 + y 2 -2x + 4y +2 = 0 o x' 2 + y' 2 -2x'-4y' + 2 = 0 

<=>(x'-l) 2 +(y'-2) 2 = 3oM'(x';y')e(C'): (x-1) 2 +(y-2) 2 =3 
ỊI 7 I Trong mpOxy cho đường thẳng (a) : 2x-y+3 = 0 . Tìm ảnh của a qua Đq x . 

Giải : Ta có : M(x;y)i——»M'| X , x =>| x x 

[y = -y [y = -y 

Vì M(x;y) 6 (a) : 2x - y+3 = 0 o 2(x') -(-y')+3 = 0 <íí> 2x' + y'+3 = 0 o M'(x';y') e (a') : 2x + y + 3 = 0 


Vậy : (a) 


(a') : 2x + y + 3 = 0 
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18 Trong mpOxy cho đường tròn (C): X 2 +y 2 -4y-5 = 0 . Tìm ảnh của a qua Đ 0 y. 

Giải : Ta có : M(x;y)i-——»M'j X ,~ x =>j x_ x 

ly = y ly = y 

Vì M(x;y) e (C): X 2 + y 2 - 4y - 5 = 0 (- x') 2 + y' 2 - 4(y') - 5 = 0 o x' 2 + y' 2 - 4y - 5 = 0 

<=> M'(x';y')e(C'): x 2 +y 2 -4y-5 = 0 

Vậy : (C)| Đ(=>y > (C): x 2 +y 2 -4y-5 = 0 

19 Trong mpOxy cho đthẳng (a): 2x - y - 3 = 0 , (A): X — 3y + 11 = 0 , (C): X 2 + y 2 -lOx -4y +27 = 0 . 

a) Viết biểu thức giải tích của phép đối xứng trục Đ a . 

b) Tìm ảnh của điểm M(4;-l) qua Đ a . 

c) Tìm ảnh : (A') = Đ a (A),(C) = Đ a (C) . 


a) Tổng quát (a): Ax + By + c=0 , A 2 + B“ * 0 

Gọi M(x;y) I— — > M'(x';y f ), ta có : MM' = (x'-x;y'-y) cùng phương VTPT fi = (A;B)=> MM' = tn 
[x'-x = At fx' = x + _ rn . n _. Tn __, _ X T/ x + x' y + y' _ . . 


1 ) I-=— Ỳ 1 V 1 ,y ) , la LU : 1V11V1 = V A — ^y ~ y ) cung piiuuug V 1 r 1 

fx'-x = At . fx' = x + At,*. „ N ^ . T _ _0 XXiTr_^_ T/ ' 

=>i , ‘=>< ' (Vt el I). Gọi 1 là trung điếm cua MM nên I(- 

\y'-y = Bt Ịy = y + Bt 

» A(í±i) + B(ĩ±í) + c = 0 « A( Í±Ị±Ạ1) + B( Ỉliíỉi) + c = 0 
2 2 2 2 

<=> (A 2 + B 2 )t = -2(Ax + By + C) <=> t = ~ 2(AX + By + — 

A 2 + B 2 


x' = x- 


2A(Ax + By + C) , 2B(Ax + By + C) 
A 2 + B 2 y_y A 2 + B 2 


Áp dụng kết quả trên ta có : 


x' = x- 


y' = y + 


4(2x-y-3) 


2(2x - y -3) 


3 4 12 

X =_x+_ y + -r 
5 5 5 

.. 4 3 6 

y=-y+-y-- 
l 5 5 5 


Đ„ ... 4 7 

b) M(4;-1)| a 

c) AI—- 1 a —> A': 3x + y -17 = 0 

d) (C) I—5a-> (C'): (X -1) 2 + (y -4) 2 = 2 


201 Trong mpOxy cho đường thẳng (A) : x-5y+ 7 = 0 và (A') : 5x-y-13 = 0 . Tìm phép đốì xứng qua 
trục biến (A) thành (A') . 


Vì ^ * —Y => (A) và (A') cắt nhau . Do đó trục đốì xứng (a) của phép đối xứng biến (A) thành (A') chính 

là đường phân giác của góc tạo bởi (A) và (A') . 

_ I X — 5y 4- 7 I I5x —y —131 Tx-hy —5 = 0 (a,) 

Từ đổ suy ra (a): , = ■ / o _n r 

x/l + 25 V 25 + 1 [x-y-l = 0 (a 2 ) 

Vậy có 2 phép đốì xứng qua các trục (Aị) : x + y-5 = 0 , (A 2 ) :x —y —1 = 0 

21 ] Qua phép đốì xứng trục Đ a : 

1. Những tam giác nào biến thành chính nó ? 

2. Những đường tròn nào biến thành chính nó ? 
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HD : 

1. Tam giác có 1 đỉnh e trục a , hai đỉnh còn lại đốì xứng qua trục a . 

2. Đường tròn có tâm E a . 

22 Tìm ảnh của đường tròn (C): (x-l) 2 +(y-2) 2 = 4 qua phép đốì xứng trục Oy. 

pp : Dùng biểu thức toạ độ —> ĐS : (C): (x +1) 2 + (y - 2) 2 = 4 
231 Hai AABC và ÀA'B'C' cùng nằm trong mặt phẳng toạ độ và đốì xứng nhau qua trục Oy . 

Biết A(-1;5),B(-4;6),C'(3;1) Hãy tìm toạ độ các đỉnh A', B' và c . 

ĐS : A'(l;5), B'(4;6) và C(-3;l) 

241 Xét các hình vuông , ngũ giác đều và lục giác đều . Cho biết sô" trục đôi xứng tương ứng của mỗi 
loại đa giác đều đó và chỉ ra cách vẽ các trục đôi xứng đó . 

ĐS : 

□ Hình vuông có 4 trục đôi xứng , đó là các đường thẳng đi qua 2 đĩnh đôi diện và các đường thẳng 
đi qua trung điểm của các cặp cạnh đổi diện . 

□ Ngũ giác đều có 5 trục đôi xứng ,đó là các đường thẳng đi qua đỉnh đôi diện và tâm của ngũ giác đều 

□ Lục giác đều có 6 trục đôi xứng , đó là các đường thẳng đi qua 2 đỉnh đôi diện và các đường thẳng đi 
qua trung điểm của các cặp cạnh đôì diện . 


B' 



251 Gọi d là phân giác trong tại A của AABC , B' là ảnh của B qua phép đốì xứng trục Đ d . Khẳng định 
nào sau đây sai ? A 

A. Nếu AB < AC thì B' ở trên cạnh AC . 

B. B' là trung điểm cạnh AC . 
c Nếu AB = AC thì B' = c . 

D. Nếu B' là trung điểm cạnh AC thì AC = 2AB . 

ĐS : Nếu B'= Đ d (B) thì B' E AC . 

□ A đúng . Vì AB < AC mà AB'= AB nên AB'< AC => B' ở trên cạnh AC . 

□ B sai. Vì giả thiết bài toán không đủ khẳng định AB = ^ AC. 

□ c đúng . Vì AB'= AB mà AB = AC nên AB' = AC => B' = c . 

□ D đúng . VI Nếu B' là trung điểm cạnh AC thì AC=2AB' mà AB'=AB nên AC=2AB . 

26 Cho 2 đường thẳng a và b cắt nhau tại o . Xét 2 phép đôi xứng trục Đ a và : d 


Đ„ Đu 3 

A I-»B I-- —> c . Khắng định nào sau đây không sai ? 

A. A,B,C e đường tròn (O, R = OC). 

B. Tứ giác OABC nội tiếp . 
c. AABC cân ở B 
D. AABC vuông ở B 

HD : DA. Không sai. Vì dj là trung trực của AB => OA = OB , ỏ 2 là trung trực 

của BC => OB = oc => OA = OB = oc => A,B,C e đường tròn (O, R = OC). 
□ Các câu B,C,D có thể sai. 





27 


Cho AABC có hai trục đôi xứng . Khẳng định nào sau đây đúng ? 

A. AABC là A vuông B. AABC là A vuông cân c. AABC là A đều 
HD : Gỉa sử AABC có 2trục đôi xứng là AC và BC 
AB = AC 
BC = BA : 


D. AABC là A cân . 


► AB = AB = BC => AABC đều . 
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28] Cho AABC có Ẳ = 110°. Tính tì và ẽ để AABC 
CÓ trục đốì xứng . 

A. tì = 50° và b = 20° B.tì = 45° và ẻ = 25° c. tì = 40° và & = 30° 
HD : Chọn D . Vì : AABC có trục đối xứng khi AABC cân hoặc đều 

Vì Ằ = 110° > 90° => AABC cân tại A , khi đó : 

b-ẽ- 180 °~^ - 18qO ~ 110 ° =35 o 


D. tì = ê = 35° 


291 Trong các hình sau , hình nào có nhiều trục đôi xứng nhất ? 

B. Hình vuông 



A. Hình chữ nhật 
ĐS : Chọn B. VI: Hình vuông có 4 trục đôi xứng . 


c. Hình thoi 


30| Trong các hình sau , hình nào có ít trục đốì xứng nhất ? 

A. Hình chữ nhật B. Hình vuông c. Hình thoi 

ĐS : Chọn D. Vì : Hình thang cân có 1 trục đối xứng . 

311 Trong các hình sau , hình nào có 3 trục đốì xứng ? 

A. Hình thoi B. Hình vuông 

ĐS : Chọn c. Vì : A đều có 3 trục đối xứng . 


c. A đều 


321 Trong các hình sau , hình nào có nhiều hơn 4 trục đôi xứng ? 

B. Hình thoi 


A. Hình vuông 
ĐS : Chọn c. Vì : Hình tròn có vô sô" trục đổ»i xứng . 


c. Hình tròn 


331 Trong các hình sau , hình nào không có trục đôi xứng ? 

A. Hình bình hành B. A đều c. A cân 

ĐS : Chọn A. Vì : Hình bình hành không có trục đôi xứng . 


D. Hình thang cân . 


D. Hình thang cân . 


D. A vuông cân . 


D. Hình thang cân . 


D. Hình thoi. 


341 Cho hai hình vuông ABCD và AB'C'D' có cạnh đều bằng a và có đỉnh A chung . 

Chứng minh : Có thể thực hiện một phép đôi xứng trục biến hình vuông ABCD thành AB'C'D' . 
HD : Gỉasử: BCnB'C' = E. 

Ta có : AB = AB', & = tì' = 90\AE chung . 

A A DT -. _ A A r> t T7 í EB = EB' Đạp 

=> AABE = AABF _ # =>Bi - 

Ịbiết AB = AB' 

í EC = EC' Đ 

Mặt khác : < Ị- => c I- 

AC = AC'= aV2 


*B' 


AE 


->C' 


Ngoài ra : AD' = AD và 0'AE = BaE = 90° - 


Bab' 



Dh 


Đ/ 


->D' => ABCD I ĐạE > AB'C'D' 


351 Gọi H là trực tâm AABC . CMR : Bôn tam giác ABC , HBC , HAC , HAC có 
đường tròn ngoại tiếp bằng nhau . 

HD : 

Ta có : Ẳ| = 0 2 (cùng chắn cung §K ) 

(góc có cạnh tương ứng _L ) => = 0 2 

=> ACHK cân => K đôi xứng với H qua BC . 

Xét phép đốì xứng trục BC . 


Ta có : K I Đbc > H ; B I ^ BC > B ; c 


Đr 


Đ 


BC 


->c 



^ ^ ^ Đup v v 

Vậy : Đường tròn ngoại tiếp AKBCI-——>Đường tròn ngoại tiếp AHBC 


- 16 - 




























NGUYỄN MINH TIẾN - GV, Trường THPT Tôn Đức Thắng - Đồng Nai 


361 Cho AABC và đường thẳng a đi qua đỉnh A nhưng không đi qua B,c . 

a) Tìm ảnh AABC qua phép đôì xứng Đ a . 

b) Gọi G là trọng tâm AABC , Xác định G' là ảnh của G qua phép đôi xứng Đ q 
Giải 

a) Vì a là trục của phép đôi xứng Đ a nên : 

OAea =>A = Đ (A). 


□ B,c 0 a nên Đ • B I- 

ă 


B',c I- > C' sao cho a là trung trực 


b) Vì G Ể a nên Đ a : G I- > G' sao cho a là trung trực của GG'. 



thẳng a điểm M sao cho MA+MB ngắn nhất . 


Giải: Xét phép đôì xứng Đ a : A I-> A' . 

VM G a thì MA = MA'. Ta có : MA + MB = MA'+ MB > A'B 
Để MA 4 - MB ngắn nhất thì chọn M,A,B thẳng hàng 
Vậy : M là giao điểm của a và A'B . 



a 


38] (SGK-P13)) Cho góc nhọn xOy và M là một điểm bến trong góc đó . Hãy 
tìm điểm A trên Ox và điểm B trên Oy sao cho AMBA có chu vi nhỏ nhất. 
Giải 


Gọi N = Đ 0x (M) và p = Đq x (M) . Khi đó : AM=AN , BM=BP 
Từ đó : CVi = MA+AB+MB = NA+AB+BP > NP 
( đường gấp khúc > đường thẳng ) 

MinCVi = NP Khi A,B lần lượt là giao điểm của NP với Ox,Oy . 


0 



391 Cho AABC cân tại A với đường cao AH . Biết A và H cô" định . Tìm tập hợp 


điểm c trong mỗi trường hợp sau : 

a) B di động trên đường thẳng A . 

b) B di động trên đường tròn tâm I, bán kính R . 

Giải 

a) Vì : c = Đ^jj(B) , mà B G A nên c e A' với A' = Đ^pj(A) 

Vậy : Tập hợp các điểm c là đường thẳng A' 

b) Tương tự : Tập hợp các điểm c là đường tròn tâm J , bán kính R là ảnh của 
đường tròn (I) qua Đạị_j . 


A 



Vấn đề 4 : PHÉP ĐÓI XỨNG TÁM 

A.KIÉN THÚC Cơ BẢN _ 

UI ĐN : Phép đôi xứng tâm I là một phép dời hình biến mỗi điểm M thành điểm M' đôi xứng với M qua I. 
Phép đôi xứng qua một điểm còn gọi là phép đô»i tâm . 

Điểm I gọi là tâm của của phép đôi xứng hay đơn giản là tâm đôi xứng . 

Kí hiệu : Đ I (M) = M'»ĨM' = -ĨM . 

□ Nếu M EE I thì M' s I 

□ Nếu M * I thì M' = Đj(M) I là trung trực của MM'. 

□ ĐN :Điểm I là tâm đôi xứng của hình H <=> Đj(H) = H. 

Chú ý : Một hình có thể không có tâm đối xứng . 
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[ 2 ] Biểu thức tọa độ : Cho I(x 0 ;y ơ ) và phép đốì xứng tâm I : M(x;y)i———>M' = Đj(M) = (x';y') thì 

í X - 2 x q - X 

ự = 2y 0 -y 

[ 3 ] Tính chất: 

1. Phép đối xứng tâm bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì . 

2. Biến một tia thành tia . 

3. Bảo toàn tính thẳng hàng và thứ tự của các điểm tương ứng . 

4. Biến một đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó . 

5. Biến một đường thẳng thành một đường thẳng song song hoặc trùng với đường thẳng đã cho . 

6. Biến một góc thành góc có sô" đo bằng nó . 

7. Biến tam giác thành tam giác bằng nó . ( Trực tâm —> trực tâm , trọng tâm —» trọng tâm ) 

8. Đường tròn thành đường tròn bằng nó . ( Tâm biến thành tâm : ĩ I->ĩ', R' = R ) 


x'-l =3 _ fx' = 4 

y'-2 = -\^{y' = l : 


B.BÀI TẬP 

|T| Tìm ảnh của các điểm sau qua phép đôi xứng tâm I: 

1) A(-2;3), 1(1 ;2) 

2) B(3;l) , I(-l;2) 

3) C(2;4), 1(3; 1) 

Giải : 

a) Gỉa sử : A' = Đj(A) <=> TÃ =-ĨÃ <=> (x'-l;y'-2) = -(-3;1) <=> I 
Cách * : Dùng biểu thức toạ độ 

[ 2 ] Tìm ảnh của các đường thẳng sau qua phép đôi xứng tâm I : 

1) (A):x + 2y + 5 = 0,I(2;-l) =3 

2) (A): X - 2y - 3 = 0,1(1; 0) => 

3) (A): 3x + 2y -1 = 0,1(2; -3) => 

Giải 

pp : Có 3 cách 

Cách 1 : Dùng biểu thức toạ độ 

Cách 2 : Xác định dạng A7/ A, rồi dùng công thức tính khoảng cách d(A;A') —> A'. 
Cách 3 : Lây bất kỳ A,B e A , rồi tìm ảnh A',B' G A' => A' = ATT 

Đị \ \' — A — Y fx = 4 — 

T) Cách 1: Ta cổ : M(x;v) I— > M7 _ => ị . 

Ly =-2-y [y = —2—y 

Vì M(x;y)eA<^x + 2y + 5 = 0<»(4-x') + 2(-2-y') + 5 = 0<»x' + 2y'-5 = 0 

«M'(x';y')eA':x + 2y-5 = 0 

Đ t „ 

Vậy : (A)I * 1 2 3 > (A ): x + 2y-5 = 0 

Cách 2 : Gọi A' = Đị(A) => A' song song A => A': X + 2y + m = 0 (m * 5) . 


=> A'(4;l) 
=> B'(-5;3) 
=> C'(4;-2) 

A'(4;l) 


(A'):x + 2y-5 = 0 
(A'):x-2y + l = 0 
(A r ): 3x + 2y +1 = 0 


Theo đề : d(I;A) = d(I;A') <=> 


151 


I m I 






«5=1 -m 1« 


m = 5 (loại) 
m =-5 


Cách 3 : Lấy : A( -5;0),B( -1; -2) G A « A'(9;-2),B'(5;0) => A' = A'B': X + 2y -5 = 0 


► (A'):x + 2y-5 = 0 
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[ 3 ] Tìm ảnh của các đường tròn sau qua phép đối xứng tâm ĩ : 


^(C'):(x-4) 2 +y 2 =l 
■(C'):x 2 +y 2 -8x-2y + 12 = 0 


đ / nghiã hay biểu thức toạ độ _ 2 

-5 J >(P ): y = - 2x 


1) (C): X 2 +(y-2) 2 = 1,E(2;1) 

2) (C): X 2 +y 2 +4x + 2y = 0,F(1; 0) 

3) (P): y = 2x 2 - X + 3 , tâm 0(0;0). 

HD : 1) Có 2 cách giải: 

Cách 1 : Dùng biểu thức toạ độ . 

Cách 2 : Tìm tâm 1 1 -—»I',R' = R = (đã cho) . 

2) Tương tự . 

\Ã\ Cho hai điểm A và B .Cho biết phép biến đổi M thành M' sao cho AMBM' là một hình bình hành . 
HD : 

Nếu AMBM' là hình bình hành <=> -Ị 


[MB = AM' 

Vì: MNf = MA + AM' = MA + MB (1) 

Gọi I là trung điểm của AB . Ta có : IA = -IB 
Từ (1) => MM = MI + ỈA + MI + IB => MM' = 2 Mĩ 
<=> MỈ = ĨmP <=> M' = Đj(M). 

[ 5 ] Cho ba đường tròn bằng nhau (Ij;R),(I 2 ;R),(I 3 ;R) từng đôi tiếp 
xúc nhau tại A,B,C . Gỉa sử M là một điểm trên (Ij;R), ngoài ra : 



M' 


Đ 


À Đp Đp 1 

; N I B > p ; p I c > Q . CMR : M I-> 


Mh 
HD : 

• Do (Ij;R) tiếp xúc với (l 2 ;R) tại A , nên : 

M I ° A > N ;I 1 I Đạ » I 2 => Mlị I Đạ > NI 2 o MĨq - -Nĩ^ (1) 

• Do (I 2 ;R) tiếp xúc với (I 3 ;R) tại B , nên : 

Đ r Đ r —— 

=> NI 2 I B > PI 3 <^NĨ 2 =-PI 3 (2) 



Đ r Đ r Đ r 

Ni b > p ;I 2 I B > I 3 => NI 2 I—-— 

Do (ĩ 3 ;R) tiếp xúc với (T|;R) tại c , nên : 


Đ r Đ r Đ r ——* 

Pi c > Q ;I 3 I c > I 1 =>PI 3 I c > QI 1 <^PI 3 =-QI 1 (3) 

Từ (1),(2),(3) suy ra : Mlị = -QIị <=> M = Đị^ (Q). 

[ 5 ] Cho AABC là tam giác vuông tại A . Kẻ đường cao AH . Vẽ phía 
ngoài tam giác hai hình vuông ABDE và ACFG . 


c) Gọi p = DEnFG . Chứng minh p ở trên đường thẳng AH . 

d) Chứng minh : CD _L BP, BF J_ CP . 

e) Chứng minh : AH,CD,BF đồng qui. 


s\ 

\\ 

\ \ 

N \ 

\ \ 

\ \ 

\ \ 

\ \ 

\ \ 
N 

\ 

\ 

\ 

N 

\A V H 


\ \ 

\ \ 

\ \ 

\ \ 
n) 
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HD : 


a) Do : SaD = 45°và ẼAF = 45° nên ba điểm D,A,F thẳng hàng . 


• Ta có : AI ĐpF > A ;Dl ĐpF > D ;Fl ĐpF > F ;Cl Đdf > G ; 

B I-»E (Tính chất hình vuông ). 

Vậy : Tập hợp 6 điểm Ịb,C,F,G,E,d| có trục đối xứng chính là đường thẳng DAF . 

b) Qua phép đôi xứng trục DAF ta có : AABC = ÀAEG nên Bác = HeG. 

Nhưng : BcA = KgE ( 2 A đốì xứng = ) 

WgE = (do AKAG cân tại K). Suy ra : = &2 => K,A,H thẳng hàng =>KỖ trên AH . 

c) Tứ giác AFPG là một hình chữ nhật nên : A,K,P thẳng hàng . (Hơn nữa K là trung điểm của AP ) 

Vậy : p ở trên PH . 

d) • Do AEDC = ADBP nên DC = BP . 


• Ta có 


DC = BP 
DB = AB 
BC = AP 


ABDC = AABP => CD = BP => BcD = HpB nhưng hai góc này có cặp 


cạnh : BC _L AP => cặp cạnh còn lại: DC _L BP. 

Lý luận tương tự , ta có : BF _L CP. 

e) Ta có : ABCP . Các đường thẳng AH, CD và BF chính là ba đường cao của ABCP nên đồng qui. 


\ô\ Cho hai điểm A và B và gọi Dạ và Đg lần lượt là hai phép đôi xứng tâm A và B . 

a) CMR : Đ D o Đ Ạ = T __ . 

B A 2AB 

b) Xác định Dạ oĐg. 

HD : a) ♦ Gọi M là một điểm bất kỳ , ta có : 

Mi Đa > M':MẴ = ÃM' M 

M'| B > M" : MB = BM". Nghĩa là : M" = Đg oĐ A (M),VM (1) 



Đ r oĐ * 

♦ Ta chứng minh : M I- -———>M : 


Biết: MM" = MM' + M'M" 

Mà : MM' = 2MA và M'M" = 2M 7 B 

Vậy : MM" = 2MA + 21VẼB = 2 MA + 2NfA + 2AB 


2AB 


Từ (1) và (2) , suy ra : Đn oĐ A = T _ . 

2AB 

b) Chứng minh tương tự : ĐẠ oĐn = T __ . 

2BA 

[ 7 ] Chứng minh rằng nếu hình (H) có hai trục đốì xứng vuông góc với nhau thì 
(H) có tâm đối xứng . 



HD : Dùng hình thoi 

Gỉa sử hình (H) có hai trục đôi xứng vuông góc với nhau . 

Lấy điểm M bất kỳ thuộc (H) và Mị = Đ a (M) , M 2 = . Khi đó , theo 

định nghĩa M ị , M 2 G (H) . 
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Gọi o = a n b , ta có : OM = OMj và 0OMj = 2&)Mj 
OMj = OM 2 và kỊoM 2 = 2&ỉ 1 OB 
Suy ra : OM = OM 2 và ữoMj +{^^2 =2(ĩ\bMj +fvjjOB) 

hay SoM| =2x90° =180° 

Vậy : o là trung điểm của M và M 2 . 

Do đó : M 2 = Đq(M), VM e (H),M 2 e (H) <=> o là tâm đốì xứng của (H). 

IU Cho AABC có AM và CN là các trung tuyến . CMR : Nếu Sam = ScN = 30° thì AABC đều . 
HD : 


Tứ giác ACMN có Ram = RcM = 30° nên nội tiếp đtròn tâm o, bkính R=AC và SioN = 2 RAM = 60°. 


Xét : A I Đ N > B =>(O) I Đn > (Oj) thì B e(Oj) vì A e (O). 

c I Đm > B => (O) I Đm > (0 2 ) thì B e (0 2 ) vì c e (O). 

Í00 1 =00 2 =2R 

Khi đó , ta có : ị => AOO 1 O 9 là tam giác đều . 

[WoN = 60° 

Vì O 2 B + O 2 B = R + R = 2R = Oịơ 2 nên B là trung điểm 0 ^ 2 * 

Suy ra :AABC n AOOịơ 2 (Vì cùng đồng dạng với ABMN). 

Vì AOOịơ 2 là tam giác đều nên AABC là tam giác đều . 

Vấn để 5 : PHÉP QUAY 

A. KIỂN THỨC Cơ BẢN _ 

[1] ĐN : Trong mặt phẳng cho một điểm o cô" định và góc lượng giác cp. Phép biến hình biến mỗi điểm 

M thành điểm M' sao cho OM = OM' và (OM;OM') = cp được gọi là phép quay tâm o với góc quay cp. 

□ Phép quay hoàn toàn xác định khi biết tâm và góc quay 

□ Kí hiệu : . 

Chú ý : Chiều dương của phép quay = chiều dương của đường tròn lựơng giác . 

□ Q 2k7r = phép đồng nhất ,Vk eU 
□ọ(2k+l)7t s phép đối xứng tâm I ,Vk EŨ 

[ 2 ] Tính chất: 

□ĐL : Phép quay là một phép dời hình . 

ŨHQ: 

1. Phép quay biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự của các điểm tương 

ứng. 

2. Đương thẳng thành đương thẳng . 

3. Tia thành tia . 

4. Đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó . 

_ . , Q Q 

5. Tam giác thành tam giác băng nó . (Trực tâmi———»trực tâm , trọng tâmi ———> trọng tâm ) 

6 . Đường tròn thành đường tròn bằng nó . ( Tâm biến thành tâm : h - ( Q;( p) > 1 ', R' = R ) 

7. Góc thành góc bằng nó . 

B. BÀI TẬP 
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|7| Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M(x;y). Tìm M 7 = Q(Q. ^(M). 


HD : 

Gọi M(x;y) . Đặt: OM = r , góc lượng giác (Ox;OM) = a thì M 

Q 


X = rcosa 
y = rsina 


Vì: M I- (Q;(p) > M 7 . Gọi M 7 (x';y') thì độ dài OM 7 = r và (Ox;OM 7 ) = a + cp . 

Ta có : 

x' = rcos(a + <p) = acos a.cosq) - a sin a. sin cp = X cos cp - y sin cp . 
y' = rsin(a + cp) = asina.coscp + acosa.sincp = xsincp + y coscp . 

/ j X — X cos cp - y sin cp 
y - xsincp + ycoscp 


Vậy : M 
Đặc biệt: 


-m -- Q(0;-ọ) , -// fx" = xcoscp + y sin ọ 

♦ M I--— v > M J ^ J 


; -(Ọ) A - -r ysiuy 

\y" = -xsincp + y coscp 

Q (I;cp> ) M / Ịx'-x 0 =(x-x 0 )cos(p-(y-y 0 )sin(p 
I(x 0 ;y 0 ) Ịy'-y 0 =(x-x 0 )sirup + (y-y 0 )coscp 

-Mi » M //Jx'-X 0 =(x-x 0 )cos(p-(y-y 0 )sincp 



[y"-y 0 = -(x-x 0 )sin(p + (y-y 0 )coscp 


[ 2 ] Trong mpOxy cho phép quay Q . Tìm ảnh của : 

(Oj45 ) 

a) Điểm M(2;2) 


b) Đường tròn (C) : (x -1)2+ y2 = 4 


Giải. Gọi : M(x;y) I- (Q;45 } > M / (x / ;y / ). Ta có : OM = 2V2, (Ox; OM) = a 

/ J x' = rcos(a+45°) = rcosa.cos45° -rsina.sin45° = x.cos45° -y.sin45° 
ly' = rsin(a+45°) = rsin a.cos45° + rcosa.sin45° =y.cos45° + X. sin 45° 


Thì M 


M 


Vi Vi 

X = X— y 
2 2 

. V2 v ^V2„ 

y= X + -—y 

2 2 


a) A(2;2) I- (Q;45 ) ) A / (0 -2^2) 

h) Vì (C ): J DTâm 1(1 ;0 ) Ọ (0;45°) (C ,. íũTâm I 7 ? 

’ ( } tÕBk : R = 2 >(C } [DBk : R' = 


l(l;0)h 


UBk : R' = R = 2 
Wu,/ ( I . Vây : <C) : <x - f ) 2 + <y - f ) 2 = 4 



[ 3 ] Trong mpOxy cho phép biến hình f : - 


1 




X = —X ——y 

2,- 2 . Hỏi f là phép gì ? 

1 

y= , X + -y 
2 2 
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Giải 


Ta cò f: M(x;y) I->M'(x';y') với 


, 71 . 71 

X = X cos ~~~y sin -- 

3 => f là phép quay Q _ 
n n rn — 


y'= xsin-^ + y cos-ír 
3 3 


< 0 ; ? 


\Ă\ Trong mpOxy cho đường thẳng (À) : 2x-y+l= 0 . Tìm ảnh của đường thẳng qua : 
a) Phép đô'i xứng tâm 1(1;-2). b) Phép quay 

Giải 

a) Ta có : M'(x';y') = Đr(M) thì biểu thức tọa độ M'j X ,^ A X i x _ 2 , x , 

1 ly =-4-y [y = -4 - y 

Vì M(x;y) E (À) : 2x-y+l = 0 « 2(2-x')-(-4-y') + l = 0<=> -2x' + y' + 9 = 0 

<=> M'(x';y') G (À'): 2x - y - 9 = 0 

Đ t _ fv 

Vậy : (A) I--—» (A) : 2x -y - 9 = 0 

b) Cách 1 : Gọi M(x;y) I- (Q;90<>) > M'(x';y'). Đặt (Ox ; OM) = a , OM = r, 

Ta có (Ox ; OM') = a + 90°,OM' = r . 

Khi đó : Mí x = rcosa I_ (0;9 ° 0) > M'| x ' = rcos(a +90°) = -rsin a = -y í X = y’ 

ly = rsina [y' = rsin(a + 90°) = rcosa = x ly = " x ' 

VÌM(x;y)e(A):2(y')-(-x')+ 1 = 0<=> x'+2y'+ 1 = 0oM'(x';y')e(A'):x + 2y + l = 0 

Vậy : (A) I- (0;90 } > (A'): X + 2y +1 = 0 

Q 

Cách 2 : Lấy : • M(0;1)e(A)i- (Q;9 ° } > M'(-1;0)e(A') 

• N(-i;0)e(A)i- (Q;9 ° 0) > N'(0;^)e(A') 

2 2 

Q 

• (A) I- (O;90 ) ) (A') = M'N ': X + 2y + 1 = 0 

Q 

Cách 3 : • Vì (A) I- (Q;9Q ) (A) _L(A') mà hệ sô" góc : = 2 = - - 

Q 

• M(0;l)e(A) I- (Q;9 ° } > M'(1;0)e(A') 

□Qua M'(1;0) 



• (A'): 


1 ,_1 (A') * X "t~ 2y + 1 — 0 

□ hsg ; k = ~2 


[ 5 ] Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho A(3;4). Hãy tìm toạ độ điểm A' là ảnh 


của A qua phép quay tâm o góc 90 . 

HD: 

Gọi B(3;0),C(0;4) lần lượt là hình chiếu của A lên các trục Ox,Oy . Phép 

quay tâm o góc 90° biên hình chữ nhật OABC thành hình chữ nhật OC'A'B\ A 
Khi đó : C'(0;3),B'(-4;0). Suy ra : A'(-4;3). 


i 

9 

A' 


i\ 

• c' 

1 \ 

1 \ 

1 \ * 

c A 

1 T; 

ị 1 

X 

B' 

0 0 
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[ó] Trong mặt phẳng toạ độ Oxy . Tìm phép quay Q biến điểm A(-l;5) 
thành điểm B(5;l). 


HD : Ta có : 0A = (-1;5) và OB = (5;1)=> ^ 

[OA.OB = 0=>OA±OB 

=> B = Q o (A) . 

(O;90) 

|~7~[ Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , cho điểm M(4;l) . Tìm N = Q 


(M). 


HD : 

Vì N = Q 


(O ; 90 ) 

(M) => (OM;ON) = 90“ => OM.ON = 0 <=> 4x+y = 0 <=> y=-4x (1) 


(O ; 90°) 

Do : OM = ON=>x 2 +y 2 =16 + 1 = 17 (2). 

Giải (1) và (2), ta có : N(l;-4) hay N(-í;4) . 

♦ Thử lại : Điều kiện (OM;ON) = 90° ta thấy N(-l;4) thoả mãn . 

[Ẽ] a)Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , cho điểm A(0;3) . Tìm B = Q 0 (A) . 

(O \ 45 ) 

HD : Phép quay Q . 4 ^ 0 ) biến điểm AeOy thành điểm B eđt: y = x,ta có : 
{oa = O B B= 0 3’ Mà OB = ^ X B +y B = 3 ^ X B = ^ B( ;| ; 



b) Cho A(4;3). Tìm B = Q__ (A) 

(O;60°) 


4-^3 + 471 

2 2 


0 Cho đường tròn (C): (x - 3) 2 + (y - 2) 2 = 4 . Tìm (ơ) = Q 9Q o (C). 

- (I) = I'(-2; 3) => (C'): (X + 2) 2 + (y - 3) 2 = 4 . 


(C). 


HD : Tìm ảnh của tâm I: Q_ _ (I) = I'(-2;3)=>(C'):(x + 2 

(O ; 90 ) 

ỊĨÕỊ Cho đường tròn (C): (x-2) 2 + (y-2\/3) 2 =5 . Tìm (ơ) = Q o 

(O ; 60 ) 

HD : Tìm ảnh của tâm I: Q 0 (I) = I'(-2; 2 V 3 ) => (ơ): (x + 2)2 + (y-2>/3)2 =5 . 

(O ; 60 ) 

\ũ\ Cho đường tròn (C): (x-VĨ) 2 +(y-2) 2 = 3 . Tim (C') = Q 45 <, (C). 

HD : Tìm ảnh của tâm I: Q (I) = I'(l- Vi;l + Vĩ) => (C) : (x -1 + Vi) 2 + (y -1 - Vi) 2 = 3 . 

(O ỷ 45 ) 


12 


[CB-P19] Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , cho điểm A(2;0) và đường thẳng (d) : X + y-2 = 0. 
Tìm ảnh của A và (d) qua phép quay Q 


(O ; 90 ) 


HD : 

♦ Ta có : A(2;0) e Ox . Gọi B = Q 


_ (A) thì B G Oy và OA = OB . 

(O;90°) J 


► Vì toạ độ A,B thoả mãn pt (d) : X + y - 2 = 0 nên A,B G (d). 

Do B = (A) và tương tự ^ . (A) = C(-2;0) 

(O;90 ) (O;90 ) 

nên Q „ íd) = BC =>(BC): — + -Z- = 1 <=> A + x = 1 <=> x -y + 2 = 0 
(O; 90 ) XQ y£ -2 2 
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(A): 3x + y-l = 0 


[ 0 ] Cho (d): X — 3y — 1 =0.TìmA=Q „ - (d). 

_ (O ; 90 ) 

[Ũ] Cho (d) : 2x + y-2 = 0 . Tìm A = ọ „ _ (d) . 

^ (O ; 60 ) 

HD : dnOx = A(1;0), dnOy = B(0;2) — » A'(r; , )3'(-\^;l) 

=> (A): (V3-2)x-(2V3 +l)y + 4 = 0 


2 2 


151 Cho tam giác đều ABC có tâm o và phép quay Q 


(O; 120°) 

a) Xác định ảnh của các đỉnh A,B,C . 

b) Tìm ảnh của AABC qua phép quay Q 

Giải 

a) Vì OA = OB = oc và Hoc = Boc = ẽơA = 120°nên ọ _- :Ah 

(O;120 ) 


(O;120°) 



b) (3 _ _ : AABC 

( 0 ; 120 ) 


-» AABC 


->B,B h- 
E 


-> c,c h 

D 


lỏl [CB-P19] Cho hình vuông ABCD tâm o . 

a) Tìm ảnh của điểm c qua phép quay ọ 

J (A;90) 

b) Tìm ảnh của đường thẳng BC qua phép quay QịQ . 

HD : a) Gọi E = Q (C) thì AE=AC và ẼAE = 90° nên AAEC 

(A;90) 

vuông cân đỉnh A , có đường cao AD . Do đó : D là trung điểm của EC . 

b) Ta co : Q . (B) = CvàQ_ . (B) = C=>Q_ (BC) = CD. 
(O;90 ) (O;90 ) (A ; 90 ) 

[ 17 ] Cho hình vuông ABCD tâm o . M là trung điểm của AB , N là trung điểm 

của OA . Tỉm ảnh của AAMN qua phép quay Q_ ỡ . 

(O;90 ) 

HD : ♦ Q_- (A) = D , Q _ 0 x (M) = M' là trung điểm của AD . 

(O;90 ) (O;90 ) 

Q_ 0 (N) = N f là trung điểm của OD . Do đó : Q_« (AAMN) = ADM'N' 

(O;90 ) (O;90 ) 


A 


^- 

V y 

, 

X 



181 [ CB-1.15 1 Cho hình lục giác đều ABCDEF , o là tâm đường tròn ngoại tiếp của nó . Tỉm ảnh của 


AOAB qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay tâm o , góc 60° và phép 
tịnh tiến . 

HD : 

GọiF = T^oQ_ .Xét: 

OE (O;60°) 

♦ Ọ _o (O) = 0,(9 o (A) = B,Q_ 0 (B) = c . 

(O;60 ) (O;60 ) (O;60 ) 

♦ T—(O) = E,T— (B) = 0,T— (C) = D 

♦ Vạy : F(0) = E 7f(A) = o , F(B) = D => F(AOAB) = AEOD 
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191 Cho hình lục giác đều ABCDEF theo chiều dương , o là tâm đường tròn ngoại tiếp của nó . I là 
trung điểm của AB . 


(O ;120°) 

b) Tìm ảnh của AAOF qua phép quay ọ 


a) Tìm ảnh của AAIF qua phép quay Q / 

(E ; 60°) 

biến F,A,B lần lượt thành B,C,D , trung điểm ĩ 


HD : 

a) ♦Q 


(O ;120°) 

thành trung điểm J của CD nên Q _ _ 0 (AAIF) = ACJB . 

6 (O;120) 

b) ♦ Q _ , - biến A,0,F lần lượt thành C,D,0 . 

(E;60) 



15) Cho ba điểm A,B,C theo thứ tự trên thẳng hàng . Vẽ cùng một phía dựng hai tam giác đều ABE và 
BCF . Gọi M và N tương ứng là hai trung điểm của AF và CE . Chứng minh rằng : BMN là tam giác đều . 
HD : 

Xét phép quay Q (B; _ 60 o ỵ Ta có : Q^.^o/A) = E , Q (B; _ 60 o } (F) = c 
- Q ,B;-60=) (AF > = EC: 

Do M là trung điểm của AF , N là trung điểm của EC , nên : 

Q,„. „ (M) = N => BM = BN và MbN = 60° => ABMN là tam giác đều 

(B;—60 ) 



211 [ CB-1.17 ] Cho nửa đường tròn tâm o đường kính BC . Điểm A chạy trên nửa đường tròn đó . 
Dựng về phía ngoài của AABC hình vuông ABEF . Chứng minh rằng : E chạy 
trên nửa đường cô" định . 

HD : Gọi E = (A) . Khi A chạy trên nửa đường tròn (O), 

E sẽ chạy trên nửa đường tròn (O') = [(O)] . 


221 Cho đường (0;R) và đường thẳng A không cắt đường tròn . Hãy 
dựng ảnh của (A) qua phép quay Q 



(O ; 30°) 


Giải 


Từ o hạ đường vuông góc OH với A . Dựng điểm H' sao cho 

(OH;OH') = 30° và OH' = OH . Dựng đường tròn qua 3 điểm 0,H,H'; 
đường tròn này cắt A tại điểm L . Khi đó LH' là đường thẳng phải dựng . 


231 Cho đường thẳng d và điểm o cổ" định không thuộc d , M là điểm 


di động trên d . Hãy tìm tập hợp các điểm N sao cho AOMN đều . 

Giải: AOMN đều => OM = ON và Rom = 60° . Vì vậy khi M chạy trên d thì 
□ N chạy trên d' là ảnh của d qua phép quay Q 



(O;60 ) 


□ N chạy trên d" là ảnh của d qua phép quay Q 


(O;-60°) 
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241 Cho hai đường tròn (O) và (O') bằng nhau và cắt nhau ở A và B . 


Từ điểm I cô" định kẻ cát tuyến di động IMN với (O), MB và NB cắt 
(O') tại M' và N\ Chứng minh đường thẳng M'N' luôn luôn đi qua một 
điểm cô" định. 

Giải 

Xét phép quay tâm A , góc quay (AO; AO') = (p biến (O) thành (O'). 
Vì MM' và NN' qua B nên (AO;AO') = (AM;AM') = (AN;AN'). 


Qua phép quay Q : Mi- 
Q (A;<p) 


-> M', Ni- >N' và do đó 


MNh 




Đường thẳng MN qua điểm cô" định I nên đường thẳng M'N' qua 
điểm cô" định r là ảnh của T qua Q(A;cp) 


251 Cho hai hình vuông ABCD và BEFG 



a) Tìm ảnh của AABG trong phép quay Q 90 °)* 

b) Gọi M,N lần lượt là trung điểm của AG và CE . 
Chứng minh ÀBMN vuông cân . 

Giải 

BA = BC 
(BA;BC) = -90 

: A I->C,G h 



(B;-90 ) 


b) Q -AG 

(B;-90°) 




: AABG 


ACBE 


-> CE 


(B;-90 ) 
ABMN vuông cân tại B . 


(B;-90 ) 

: M I-»N => BM = BN và (BM;BN) =-90° 


261 Cho AABC . Qua điểm A dựng hai tam giác vuông cân ABE và ACF . Gọi M là trung điểm của BC 


và giả sử AM nFE = H . Chứng minh : AH là đường cao của AAEF . 

HD : 

Xét phép quay Q _ _« : Kéo dài FA một đoạn AD = AF . 

Vì AF = AC AC = AD nên suy ra : Q _ _biến B , c lần lượt thành E , D 

J (A;90 ) 

nên gọi trung điểm K của DE thì K= Q (M)— Đ/nghia > MA _L AK (1) . 

5 6 (A;90°) 

Trong ADEF , vì AK là đường trung bình nên AK//FE (2) 

Từ (1),(2) suy ra : AM _L FE => AH là đường cao của AAEF . 

27 Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng V 2 và có các đỉnh vẽ theo chiều 
dương . Các đường chéo cắt nhau tại I. Trên cạnh BC lấy BJ = 1 . Xác định 
phép biến đổi Aĩ thành BJ . 

HD : Ta có : AI=^ẽ = ệ = 1 => AI = BJ . Lại có : |?h,BJ) = 45° . 

V 2 V 2 

=> BJ = Q _ , - (AI) . Tâm o = ttrực của ABncung chứa góc 45°đi 

(0;45 ) Bè 

qua A,B => BJ = Q - (AI) 

M (0;45°) 
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281 [CB-1.18] Cho ÀABC . Dựng về phía ngoài của tam giác các hình vuông BCIJ,ACMN,ABEF 
và gọi 0 ,p,ọ lần lượt là tâm đôì xứng của chúng . 

a) Gọi D là trung điểm của AB . Chứng minh rằng : ADOP vuông cân tại D . N 

b) Chứng minh rằng : AO _L PQ và AO = PQ . 

HD : 

a) ♦ Vì : AI = Q_(MB) => MB = AI và MB _L AI 

(C;90°) 

_// 1 __// 

Mặt khác : DP — 7 BM , DO — AI 
2 

DP = và _L DO => ADOP vuông cân tại D . 

b) Từ câu a) suy ra : 

Q _0. Q. 


o I (D;90 °> > p, A I < D;90 °> 


4 Q => OA = và 1PQ 
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Cho AABC có các đỉnh kí hiệu theo hướng âm . Dựng 


về phía ngoài tam giác đó các hình vuông ABDE và BCKF . 
Gọi p là trung điểm của AC , H là điểm đối xứng của D qua B , 
M là trung điểm của đoạn FH . 

a) Xác định ảnh ủa hai vectơ BA và BP trong phép quay Q 

b) Chứng minh rằng : DF ± BP và DF = 2BP . 

HD : 

Ị BA = BH (cùng bằng BD) 

1 (BA;BH) = 90° 


a) Ta có :< 



=> H = q|°° (A) => BH = QgP° (BA) 

Vì : ọ| 0 ° (A) = H,QgP° (C) = F => q|°° (Ăẽ) = HF . 

Mà : F là trung điểm của AC , Qg (F) = M là trung điểm của HF . Do đó : Ọg (BP) = BM . 
b) Vì: Q^ 0 °(BP) = BM=>BP = BM,BP1BM . 

Mà : BM = ị DF và BM // DF (Đường trung bình của AHDF ). Do đó : BP = ị DF , DF1 BP . 


30| Cho tứ giác lồi ABCD . về phía ngoài tứ giác dựng các tam giác đều ABM , CDP . về phía trong 


tứ giác, dựng hai tam giác đều BCN và ADK . Chứng minh : MNPK là hình bình hành . 


HD : Xét phép quay q|°°:Mi ->A , Ni- >c 

Q 

=>MNi- (B;90°) > AC ^ >MN = AC (!) 

Xét phép quay : Pi -»c , Kt - ^A 

=>PKi- ^ D -i2 P l l > CA => PK = CA (2) 

Từ (1), (2) suy ra : MN = PK . 

Lí luận , tương tự : MK = PN => MKNP là hình bình hành . 
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311 Cho ÀABC . về phía ngoài tam giác , dựng ba tam giác đều 


BCAị,ACB|, ABCj . Chứng minh rằng : AA|,BB|,CCj đồng quy . 
HD : 


Gỉa sử AA^CCị =1 . Xét: Aji- (B;60 ) ) C A ,- (B;60 ) > Ci 

Q 

=> AjA I-» CCj => ỊÃj A;CCj) = 60° => SjCị = 60° (1) 

Lấy trên CCị điểm E sao cho : IE = IA . Vì ẼIA = 60° => AEIA đều . 


Xét: B I- (A;60°) > C] Ị ,- (A;60°) ) E !- (A;60°) > c 

Vì : Cị,B,C thẳng hàng nên B,I,Bị thẳng hàng 
=> AAị,BBị,CCị đồng quy . 


32 


Chứng minh rằng các đoạn thẳng nốì tâm các hình vuông dựng 
trên các cạnh của một hình bình hành về phía ngoài , hợp thành 
một hình vuông . 

HD : Gọi IỊ,,I 3,14 là tâm của hình vuông cạnh AB,BC,CD,DA . 


Dùng phép quay Q(I; 90 °):B I- >c . Vì A^BA = AI3CD 

=> CI 3 = BIị và tìci 3 = 'ÁBÌị = 45 ° . Mà DC // AB => CI3 1 BĨ 1 

Vậy : I 3 1 - (I;90O) > Ĩ 1 => I 2 Ij = I 2 I 3 và I 2 Ij 11 2 I 3 . 

Lý luận tương tự , ta có : I1I2I3I4 là một hình vuông . 




Vấn đề 6 : HAI HÌNH BẰNG NHAU 

A. KIÉN THỨC Cơ BẢN 

[ị] ĐL : Nếu ABC và A'B'C' là hai tam giác bằng nhau thì có phép dời hình biến AABC thành AA'B'C'. 
[ 2 ] Tính chất: 

1. Nếu thực hiện liên tiếp hai phép dời hình thì được một phép dời hình . 

2. Hai hình gọi là bằng nhau nếu có phép dời hình biến hình này thành hình kia . 

B. BÀI TẬP 

[1] Cho hình chữ nhật ABCD . Gọi E,F,H,I theo thứ tự là trung điểm của các cạnh 
AB,CD,BC,EF. Hãy tìm một phép dời hình biến AAEI thành AFCH . 

HD : 

Thực hiện liên tiếp phép tịnh tiến theo AE và phép đốì xứng qua đường thẳng IH 
♦ T— : Ai->E,E>->B,ĨI- >H => T— (AAEĨ) = AEBH 

♦ Đ ih : Ei->F, Bi->C,H>- >H => Đj H (AEBH) = AFCH 

♦ đ ih : t ăe (AAEI) = AFCH 

Do đó : Đ ih o T—(AAEI) = AFCH => AAEI = AFCH 
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[ 2 ] Cho hình chữ nhật ABCD . Gọi o là tâm đôi xứng của nó ; E,F,G,H,I,J theo thứ tự là trung điểm của 
các cạnh AB,BC,CD,DA,AH,OG . Chứng minh rằng : Hai hình thang AJOE và GJFC bằng nhau . 

HD : 

Phép tịnh tiến theo AO biến A,I,0,E lần lượt thành OJ,C,F . Phép đối 
xứng qua trục của OG biến 0,J,C,F lần lượt thành G,J,F,C. 

Từ đó suy ra phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp hai 
phép biến hình trên sẽ biến hình thang AJOE thành hình thang GJFC . 

Do đó hai hình thang ấy bằng nhau . 

[ 3 ] [CB-1.20] Trong mpOxy , cho u = (3;1) và đường thẳng (d) : 2x-y = 0 . Tìm ảnh của (d) qua phép 

dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay phép tịnh tiến Tq . 

HD : pp : d I- (Q:90 ° ) > d' I Tg > d" 

♦ Gọi d' = Q __ 0 (d) . Vì tâm o E d nên ọ __ 0 (O) = Oed'. 

(O;90 ) (O;90 ) 

Mặt khác : d' _L d =^> d': X + 2y + c = 0 (C * 0) mà d' qua o nên c = 0 => d': X + 2y = 0 

Q 

Cách khác: Chọn M(l;2)ed I- ( ° ;9 ° > M'ed'. 

Ta có ' M' J x * = cos(<* + 90°) _ 1 x' = OM cosacos90° - OM sin a sin 90° _ j x' = xcos90° - y sin 90° 
[y' = OMsin(a + 90°) [y' = OMsinacos90° + OMcosasin90° [y' = y cos90° + X sin 90° 

x' = 1 cos90° -2sin90° fx' = -2_ Ayrf/ 

y' = 2cos90° +1 sin 90° 

♦ Gọi d* = Tỹ(d') => d'// d' => d": X + 2y+ c = 0 . 

Gọi O' = T n (0)<=>ÕÕ' = ũ <^J x ’ = x + 3 <»| x ’ = ^<r>0'(3;l). 
u [y = y + 1 [y = 1 

Vìd*3O'=>3 + 2+C = 0=>C = -5=>d*:x + 2y-5 = 0 

Vậy :T n oQ _ „ (d) = (d'):x + 2y-5 = 0 

u (0:90 ) 

@ Tim ảnh của đường tròn (C): + y" - 2x + 4y - 4 = 0 có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép 

tịnh tiến theo ũ = (3;-l) và phép ĐQy . 

ĐS:(C'):(x + 4) 2 +(y + 3) 2 =9 

[ 5 ] Tìm ảnh của đường tròn (C): X 2 +y 2 -6x-2y + 6 = 0 có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép 
quay Q (0;9o0) và phép Đq x . 

HD : (C) có tâm I(3;l), bk : R = 2 . Khi đó : 

(C): I(3;l), R = 2 I- (Q;90 ) > (C) . r( _ 1;3) R _ 2 I Đ ° x > (C"): I"( -1; - 3), R = 2 

=>(C") :(x+ l) 2 + (y + 3) 2 =4 

[ó] [CB-P23] Trong mpOxy cho các điểm A( —3;2),B( —4;5) và C(-l;3). 

a) Chứng minh rằng : Các điểm A'(2;3),B r (5;4) và c'(3;l) theo thứ tự là ảnh của A,B và c qua Q 9 Q°ỵ 

b) Gọi AA|B|Cị là ảnh của AABC qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép 
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Q _ và phép đối xứng Đn v • Tìm toạ độ các đỉnh của ÀA 

(O;-90 ) ° x 

HD : 

a) Gọi M,N lần lượt là hình chiếu của A trên Ox,Oy thì 
M(-3;0),N(0;2). 

Khi đó : Hình chữ nhật OMANi- (Q; ~ 90 } > hcnhật OM'A'N' 

với M'(0;3),N'(2;0). 

Do đó : A'(2;3) = (3 - (A) . 

(O ;-90 ) 

Ttự : B'(5;4) = Q _ (B),c'(3;l) = (3 - ÍC). 

(O;-90 ) (O;-90 ) 


1 B 1 C 1 • 


49 


0 



5 


Cách khác : Gỉa sử Ai- — - > A' <=> AAOA' vuông cân tại o . 

Điều đó đúng vì : OA = OA =Vn, OA.OA' = 0 . Làm tương tự cho B,c ta có điều cần chứng minh . 


X 


b) ♦ Phép quay : Q „ 

y (0-90 ) 


(AABC) = AA'B'C', Đq x (AA'B'C) = AAjBjCj 


Khi đó : 


X A 1 =X A' =2 

yAi=yA'=- 3 ^ 


Aj(2;-3).Ttự 


Bj(5;-4),Cj(3;-1). 


[ 7 ] Trong mpOxy , cho hai parabol : (Pị) : y = 2x 2 , 

2 2 

(P 2 ): y = 2x -4x -1. Kháng định nào sau đây sai ? 

A) y = 2x 2 -4x-l<=>y = 2(x-l) 2 -3 

B) Tịnh tiến sang trái 1 đơn vị rồi xuống dưới 3 đơn vị ta được (P 2 )- 

C) (Pị) và (P 2 ) bằng nhau . 

D) Phép tịnh tiến theo ũ = (1 ;-3) biến (P|) thành (P 2 ) . 

ĐS : B) 

0 Trong mpOxy , cho 4 điểm A(2;0),B(4;4),C(0;2) và D( -4;4) . 
Khẳng định nào sau đây sai ? 

A) Các AOAC,AOBD là các tam giác vuông cân . 

Q 

B) Phép quay : AOAB I- (O;90 ) > AQCD 

C) AOAB và AOCD là hai hình bằng nhau . 

D) Tồn tại một phép tịnh tiến biến A thành B và c thành D . 

ĐS : D) 


[ 9 ] Trong mpOxy cho AABC với A(-3;0),B(0;3),C(2;4) Phép biến hình f biến A thành A'(-;3) , B 
thành B'(2;6),c thành c'(4;7). Khẳng định nào sau đây đúng ? 


A)flà phép quay Q_. . 

F y (O;90 ) 

C) f là phép tịnh tiến theo vectơ u = (2;3) . 
ĐS :C) 


. ^ 3 

B) f là phép đối xứng tâm I(-l;^) . 

D) f là phép đôi xứng trục . 
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[ 4 ] Cho AOMN . Dựng ảnh của M,N qua phép vị tự tâm o , tỉ sô" k trong mỗi trường hợp sau : 


a) k = 3 
Giải 


b)k = 


2 


c) k = — 


3 

4 


a) Phép vị tự VẬ : MI-»M', NI->N' thì ta có ỠM' = 3ỠM,ÕN' = 3ỠN 

b) Phép vị tự Vq 2 :M I->H , NI- >K thì HK là đường trung bình của AOMN . 

c) Phép vị tự Vn 3/4 :Mi->p ,Ni- >Q thì ta có ỠP = -^ÕM,ÕQ = -^ỠN 

w 4 4 



[ 5 ] Cho hình bình hành ABCD (theo chiều kim đồng hồ) có tâm o . Dựng : 
a) Ánh của hình bình hành ABCD qua phép vị tự tâm o , tỉ sô" k = 2 . 



2 

=>V5 1/2 : ŨABCDM->ŨPQRS. 

Ta vẽ : AB//PQ,BC//QR,CD//RS,DA//SP . 

[ó] Cho AABC có AB = 4, AC = 6 , AD là phân giác trong của R của AABC (D e BC). Với giá trị nào 
của k thì phép vị tự tâm D , tỉ sô" k biến B thành c . 

HD : 


Theo tính châ"t của phân giác trong của Ẳ , ta có : 

Ị§-4g = -Ị,-| s 5c-|5B~B, V(D -- 3/2> >c. 

DC _AC _6 3 2 

Do DB và DC ngược hướng . 



0 D c 
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[7] Cho ÀABC vuông ở A và AB = 6, AC = 8 . Phép vị tự V 0 biến B thành B',c thành C'. 

° “ _ <A; i> 

Khẳng định nào sau đây sai ? 

A) BB'C'C là hình thang . B) B'c' = 12 . C) S AB - C - = ịS ạbc . D) Chu vi (AABC) = |chu vi(AAB'C'). 


HD 


A) đúng vì B'c' - (A;3/2) > bc 

3_3 / 

2 2 V ' 


♦ B) sai vì: B'C'=^BC 


AB 2 +AC 2 =15 


o_ ị.AB'.AC' |.AB.|.AC „ 

^AB'C' _ 2 _ 2 2 9 



♦C) đúng vì : ^ =T- ' \ 

S ABC 1.AB.AC ABAC 4 A h > 

. Chu vi AB'C' 3 

♦ D) đung vì : —-— _ = — 

Chu vi ABC 2 

\s\ Cho AABC có hai đỉnh là B và c cô" định , còn đỉnh A di động trên đường tròn (O) cho trước . 
Tìm tập hợp các trọng tâm của AABC . 


HD : Gọi I là trung điểm của BC . Ta có I cô định . Nêu G là trọng tâm của AABC thì ĨG =^-ĨA . 

Vậy G là ánh của A qua phép vị tự Vj . 

Tập hợp điểm A là đường tròn (O) nên tập hợp G là đường tròn (O'), đó chính là ảnh của đường tròn 

_ . . 1 n 

(O) qua phép vị tự Vj . 

[9] Trong mpOxy , cho điểm A(-l;2) và đường thẳng d đi qua A có hệ sô" góc bằng 1 . Gọi B là đường 
thẳng di động trên d . Gọi c là điểm sao cho tứ giác OABC là hình bình hành .Tìm phương trình tập 
hợp : 

a) Các tâm đôi xứng I của hình bình hành . 

b) Các trọng tâm G các tam giác ABC . 


HD : 
a) 


(AB): 


ÍMQua A( -1;2) 


[□Hsg : k = 1 


* (AB) :y-2 = l(x + l)<=>y = x + 3 


♦ Vậy B chạy trên d thì I chạy trên d' // d và đi qua trung điểm của đoạn OA . 


Vậy d': x-y+ 0 . 


b) ♦ Ta có : OG =|oB => G = Vq /3 (B) . Vậy G chạy trên đt d7/d và qua điểm N(-|; j) = Vq /3 (A). 
=> d": X - y + 2 = 0 . 
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ỊĨÕỊ Tìm ảnh của các đường thẳng d qua phép vị tự tâm I, tỉ số k : 


a) d:3x-y-5 = 0,V(O;-|) 

b) d:2x+y-4 = 0,V(O;3) 

c) d:2x + y- 4 = 0 ,V(I; - 2) với I( -1 ;2) 

d) d : X + 2y - 4 = 0 ,V(I;2) với 1(2; -1) 


—»d':9x-3y + 10 = 0 

->d':2x + y-12 = 0 
—^ d ! 2x 4- y + 8 = 0 
—»d':x + 2y-8 = 0 


ỊŨ1 Tìm ảnh của các đường tròn (C) qua phép vị tự tâm I, tỉ số k : (Có 2 cách giải) 


a) (C): (X -1) 2 + (y + 2) 2 = 5 ,V(0; - 2) 

b) (C): (x-1) 2 +(y-l) 2 =4 ,V(0; 2) 

c) (C): (X - 3) 2 + (y +1) 2 = 5 ,V(I; - 2) với I( 1 ;2) 


12 


Tìm phép vị tự biến d thành d': 


a) d : |-^ = l,d':2x-y-6 = 0,V(O;k) 

HD:d:2x-y-4 = 0//d':2x-y-6 = 0.LấyA(2;0)ed,B(3;0)ed'. 


—>(C): (x + 2) 2 + (y-4) 2 =20 
-XC):(x-2) 2 +(y-2) 2 = 16 
->(C): (x + 3) 2 + (y - 8) 2 = 20 


-k«f. 

3 


Vì : phép vị tự V(0;k) : A I- 


—>BoOB = kOA .Vì: OA= (2;0),OB = (3;0)=>OB = |oA 

V(ơẶ V(0;2) 

Vậy : A I- - —»B=>d I-d' 

Lưu ý : Vì 0,A,B thẳng hàng nên ta chọn chúng cùng nằm trên một đường thẳng . Để đơn giản ta chọn 
chúng cùng nằm trên Ox hoặc Oy . 


b)(C 1 ):(x+4) 2 +y 2 =2;(C 2 ):(x-2) 2 +(y-3) 2 =8 V(I;-2),I(-2;1) 

HD : 

♦ (Cj) có tâm Iị(-4;0),Rị = \Ỉ2 , (C 2 ) có tâm I 2 (2;3),R 2 = 2sịĩ 

♦ Gĩa sử :(Cj) I V(ĩ;k) > (C 2 ) thì: 

R 9 

□ R 2 =lklR, <=> I k I = = 2 <=> k = ±2 

__ __ R 1 

□ II-, =kĩlj thì 

★ k = - 2 . Gọ i I(x 0 ; y D ) thì (2 - x G ; 3 - y ơ ) = -2(-4 - X Q ; -y 0 ) => I(-2; 1) 

★ k = 2 . Gọi I(x Q ;y 0 ) thì (2-x 0 ;3-y 0 ) = 2(-4-x 0 ;-y 0 )^ I(-10;-3) 


Vậy có 2 phép vị tự biến (Cj)-»(C 2 ) là V(I; -2) với I(- 2; 1) hoặc V(I;2) với I( -10;- 3) 

Ịĩil Trong mpOxy , cho 2 đường tròn (Cị) : (x-1) 2 +(y-3) 2 = 1 và (C 2 ): (x-4) 2 +(y-3) 2 = 4 . 

a) Xác định toạ độ tâm vị tự ngoài của hai đường tròn đó . 

b) Viết phương trình các tiếp tuyến chung ngoài của hai đường tròn đó . 

HD : (Cj) có tam Ij(l;3), bk : Rj = 1 ; (C 2 ) có tâm I 2 (4;3), bk : R 2 = 2 . 

v . , * v _ , — R 2 2 _ _ _ 

a) Gọi I là tâm vị tự ngoài của (C|) và (C 2 ), ta có : II 2 = kll| vđi k = = ^- = 2 => I(-2;3) 

R, 1 

b) Tiếp tuyến chung ngoài của hai đường tròn là tiếp tuyến từ I đến (Cị). 

Gọi đt A đi qua I và có hệ sô" góc k => A :y — 3 = k(x+2) «ky-y + 3 + 2k = 0 . 

. , .. 1 rA,:Vi.x- 4 y + 12 + 3 Vi = 0 

À tiếp xúc (Ci)« d(Ii; A) = Ri <^> k = ± — -ị= => 1 ' r- 

2V2 [a 2 :V2.x + 4y-12 + 3V2 =0 
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T 4 ] Cho đường tròn (0,R) đường kính AB . Một đường tròn (O') tiếp xúc với (0,R) và đoạn AB tại 
c, D , đường thẳng CD cắt (0,R) tại I. Chứng minh rằng : Hi = Si . 

HD : 

♦ c là tâm vị tự của 2 đường tròn (O) và (O'). 

♦De (0'X ĩ e (O) và ba điểm C,DJ thẳng hàng . 

Gọi R' là bán kính của đường tròn (O'), khi đó : 

R' 


->0',I I- >D 


15 


V c R :Oh 

> Oĩ // 0'D => Oĩ _L AB (Vì 0'D _L AB) 

> I là trung điểm của Sb => !Ẩl = Si . 

Cho hai đường tròn (0,R) và (O', R') tiếp xũc trong tại A (R > R'). 



Đường kính qua A cắt (0,R) tại B và cắt (O', R') tại c . Một đường 

thẳng di động qua A cắt (O, R) tại M và cắt (0\ R') tại N . Tìm quỹ tích của I = BN n CM . 
HD : 


Ta có : BM // CN . Hai ABMI □ ANC1 . Do đó 

AC CN 


ÌC_ 

IM 


CN 

BM 


Hai AACN □ AABM . Do đó : 


JC 

ĨM 


AC 

AB 


2R' 

2R 


R\ 

R~ : 


AB 

IC 


BM 

R' 


ĨM + ĨC R + R' 


R' 


Cĩ _ 

CM - R + R' 


. 5 = R ' 


V(C;k= 


R' 




R+R 


7) 


R + R' 

Vậy : Tập hợp các điểm I là đường tròn (co) vị tự của đường 

R f 

tròn (0,R) trong phép vị tự V(C ;k = ———) . 

R + R 


->I 



16] Cho AABC . Gọi I, J . M theo thứ tự là trung điểm của AB, AC và IJ . Đường tròn ngoại tiếp tâm o 


của AAU , cắt AO tại A'. Gọi M' là chân đường vuông góc hạ từ A' xuống BC . Chứng minh rằng : A , 
M , M' thẳng hàng . 


HD : 

Gọi M| là trung điểm BC .Ta có : AB = 2AI và AC = 2AJ 
Từ đó : AAIJ V(A;2) > AABC . Khi đó : 


V (A . 2) :Oi->A',Mi- ►Mị =>OM±IJ=> ATVlị 1BC . 

Như thế : Mị =M'^> A,M,M' thẳng hàng ( vì A,M,Mj thẳng hàng ) 


ìl\ Cho AABC . Gọi A|,B|,Cị tương ứng là trung điểm của BC,CA, 
AB. Kẻ A|X,B|y,CỊZ lần lượt song song với các đường phân giác trong 
của các góc A,B,C của AABC . Chứng minh : A|X,B]y,CỊZ đồng quy. 
HD : 


A 



A 


Xét phép vị tự tâm G , tỉ sô" - — . G là trọng tâm AABC , 
I là tâm đường tròn nội tiếp AABC . 

Ta cổ : AJ I-> A^x , BI I-> Bjy , CI I- > CịZ , 

GI 1 

I I-► J (— 7 = -j-)^ AjX,Bjy,CjZ đồng quy tại J . 
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181 Cho hai đường tròn (Oị,Rị) và (C>2,R2) n ỗ°ài nhau 


Rị * R2 . Một đường tròn (O) thay đổi tiếp xúc ngoài 
với (0|) tại A và tiếp xúc ngoài với (O 2 ) tại B . Chứng 
minh rằng : Đường thẳng AB luôn luôn đi qua một điểm 
cô định . 

HD: 

A là tâm vị tự biến ( Oị) thành (O) : AOj và AO ngược hướng . 
B là tâm vị tự biến (O) thành (O 2 ): AOị và AO ngược hướng . 
Kéo dài AB cắt (O 2 ) tại c : AO và CO 9 ngược hướng . 

Vậy : AOị và CO 9 ngược hướng . Như vậy AC hay cũng là 
AB phải đi qua tâm I à tâm vị tự ngoài của ( Oị ) và (O 2 ). 



191 Cho AABC . Người ta muốn định ba điểm A',B',C' lần lượt trên các cạnh BC,CA,AB sao cho AA'B'C' 
đều và A'B' _L CA , B'C' _L AB và C'A' 1BC . 

1. Gọi E,F,K lần lượt là chân các đường cao phát xuất từ A,B,C . 

Đặt: C'= Vg /3 (A),A'= V^ /3 (E),B - Vg /3 (F). 

a) Nghiệm lại rằng : A'= Vg /3 (E) và BT? = |cĩc . 

b) Suy ra rằng : AA'B'C' đều . 

2. Chứng minh rằng trực tâm H của AABC cũng là trọng tâm của AA'B'C'. 

HD : 

a J3 

Trong AABC đều các đướng cao : AE = BF = CK = —.(a là cạnh của AABC) 



2 

ỵ ^ 

3 2 
2 — 


và E,F,K lần lượt là trung điểm các cạnh . 

1 . a) Vì A'= Vg /3 (E) <=> BÃ' = I BẼ <=> BC + CV = I BC) <=> CÃ*' = ị CB . Vậy : A'= Vg /3 (E). 


|cB 

3 

1 — 2 — 


Vì C'= Vg /3 (A) <=> BC' = IBA <=> BA + AC' = IBA <=> AC' = -ị BA = IAK <=> B'= V^ /3 (C). 


,2/3 


,2/3 


Vậy : Ch 


->B', Kh 


b) Ta có : B'C' = |cK: 

3 


^C'=>B'C'=^CK . 
3 


□ B'C7/CK cùng 1AB 

□ B'C' =^CK = ĩệ 

3 3 


Tương tự : C'A' = ỆaE và A'B' = ^BF . 

3 3 

Vậy : B'c' 1 AB,C'A' 1 BC,A'B' 1 AC và B'C'=CA'=A'B'=^ệ- => AA'B'C' đều . 

3 

2. Trực tâm H của AABC cũng là trọng tâm của tam giác đó , nên : 

BH = |ẽF. Mà : BC' = ệBÃ=>BH-BC' = |(BF-BÃ)<»C ; H = ^ÃF . 

3 3 3 3 

Vậy : C'H // AF . Suy ra : C'H 1 A'B' 

Lý luận tương tự : A'H _L B'C'. 
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Vấn đề 8 : PHÉP ĐÒNG DẠNG 

A. KIẺN THỨC Cơ BẢN _ 

0 ĐN : Phép biến hình F gọi là phép đồng dạng tỉ sô" k (k > 0) nếu với hai điểm bất kì M , N và ảnh M', 
N' là ảnh của chúng , ta có M'N - k.MN . 

[ 2 ] ĐL : Mọi phép đồng dạng F tỉ số k (k> 0) đều là hợp thành của một phép vị tự tỉ số k và một phép 

dời hình D. 

[ 3 ] Hệ quả : (Tính chất) Phép đồng dạng : 

1. Biến 3 điểm thẳng hàng thành 3 điểm thẳng hàng (và bảo toàn thứ tự ). 

2. Biến đường thẳng thành đường thẳng . 

3. Biến tia thành tia . 

4. Biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng mà độ dài được nhân lên k ( k là tỉ số đồng dạng ). 

5. Biến tam giác thành tam giác đồng dạng với nó (tỉ số k). 

6. Biến đường tròn có bán kính R thành đường tròn có bán kính R - k.R . 

7. Biến góc thành góc bằng nó . 

[ 4 ] Hai hình đồng dạng : 

ĐN : Hai hình gọi là đồng dạng với nhau nếu có phép đồng biến hình này thành hình kia . 

v F 

H đồng dạng G <=> 3 F đồng dạng : H I —-—> G 

B. BÀI TẬP 

[Ị] Cho điểm M 

a) Dựng ảnh của phép đồng dạng F là hợp thành của phép đốì xứng trục Đ a và phép vị tự V tâm o , 
vđi o £ a , tỉ sô k = 2 . 

b) Dựng ảnh của phép đồng dạng F là hợp thành của phép vị tự V tâm o , tỉ sô" k = -3 và phép quay 


tâm I với góc quay (p = 90° . 

Giải 

Đ VẦ 

a) Gọi : Mi a > M t i—-^->M 2 

♦ M e (a) thì M| = M và M là trung điểm OM 2 
♦Mế (a) và o * Mị thì : 

□ a là trung trực đoạn MM| 

UMị là trung điểm đoạn OM 2 

♦ M É (a) và o = M ị thì: 

□ a là trung trực đoạn MM| 

□ M| là trung điểm đoạn OM 2 

Võ 3 Q?°° * 

b) Gọi Mi—-2— >M Ả \—^->M 2 . Khi đó : 

ÕMj* = -3ÕM , IM = IMỊ và (IM 1 ;IM) = 90° 
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[2] Cho AABC có đường cao AH . H ở trên đoạn BC . Biết AH = 4 , HB = 2 , HC = 8 . Phép đồng dạng F 
biến AHBA thành AHAC . F được hợp thành bởi hai phép biến hình nào dưới đây ? 

A) Phép đốì xứng tâm H và phép vị tự tâm H tỉ sô" k = ^. 

B) Phép tịnh tiến theo BA và phép vị tự tâm H tỉ sô" k = 2 . 

C) Phép vị tự tâm H tỉ sô" k = 2 và phép quay tâm H , góc (HB;HA). 

D) Phép vị tự tâm H tỉ sô" k = 2 và phép đôi xứng trục . 

HD : 



Phép Vịj và Q(H;cp) với cp = (HB;HA): B I-> A, A I-> c 

Vậy : F là phép đồng dạng hợp thành bởi V và Q biến AHBA thành AHAC . 

[3] Cho hình bình hành ABCD có tâm o . Trên cạnh AB lây điểm T sao cho TA + 21B = õ và gọi G là 
trọng tâm của AABD . F là phép đồng dạng biến AAGI thành ACOD . F được hợp thành bởi hai phép 
biến hình nào sau đây ? 

A) Phép tịnh tiến theo GO và phép vị tự V(B;-1) . 

B) Phép đôi xứng tâm G và phép vị tự V(B;^). 

3 

C) Phép vị tự V(A;^) và phép đối xứng tâm o . 

2, N 

D) Phép vị tự V(A;—) và phép đôi xứng tâm G . 

HD : 

□ Vì G là trọng tâm AABD nên AO = ^AG 

. „ . — 3 —: 

□ Theo giả thiết, ta có : AB = ^ AJ . 

2 

□ Phép đôi xứng tâm o , biên A thành c và B thành D ( o là bâ"t biến ) 



/2/3 


ŨAh 


► AAGI 


-» Ah 


Đ 


0 


,2/3 


*c . 


V(AẬ) 


-> AAOB 


□ G h 
Đ 


->0 h 


Đ, 


0 


,2/3 


*o. 


□ I h- 


-> B h 


Đ 


0 


-> D . 


0 


-> ACOD 
Phép đồng dạng F^ 


HẾT 
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